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APRESENTACAO

Célculo Diferencial e Integral é uma das disciplinas
mais importantes da matematica. Atualmente, no Brasil,

ela faz parte do curriculo basico dos cursos de graduacao da area de

exatas. Trata-se de uma importante ferramenta para compreender os
fendmenos do mundo ao nosso redor. Desde a previsao do movimento
dos planetas até o desenvolvimento de tecnologias avancadas, o
calculo permeia diversas areas do conhecimento como a fisica, quimica,

engenharia, economia, estatistica, psicologia e sociologia.

O calculo diferencial concentra-se no estudo das taxas de
variacdo e das propriedades das fungdes. Através do conceito de
derivada, podemos entender como uma fungdo muda em relagado a
variacdo de suas variaveis. A derivada representa a taxa instantanea
de mudanca de uma fun¢do em um ponto especifico, permitindo-nos
calcular inclinacdes de retas tangentes, velocidades instantaneas e
taxas de crescimento. Essa abordagem dinamica do calculo diferencial
nos permite modelar e compreender fenémenos em constante
transformagdo. Desde a descricido do movimento de corpos celestes
até a andlise do crescimento populacional, a derivada desempenha um
papel central na formulacado de leis fisicas, econométricas e biolégicas.
Ela é essencial para prever e entender padrdes de mudanga e tomada
de decisdes em diversos campos do conhecimento.

Ja o calculo integral é o ramo do calculo que lida com o
problema de areas de regides curvilineas. Esse aspecto geométrico
nos permite estudar o acimulo de quantidades variaveis ao longo de
intervalos. Enquanto a derivada mede as taxas de variagao instantanea,
a integral nos permite determinar a soma total de variacdes ao longo
de um intervalo.
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Este trabalho ndo tem como objetivo a substituicao do estudo
dos tradicionais textos de Calculo utilizados como livro texto nas
universidades brasileiras. Trata-se de um compéndio sobre o calculo
diferencial e integral, abordando de maneira direta e resumida
os principais topicos dessa disciplina, sem uma preocupagdo com
demonstra¢des e rigor excessivo. Tem como objetivo ser um guia
rapido e de facil acesso para discentes dessa disciplina, bem como

para entusiastas do assunto, que necessitem de uma compilagao dos

elementos fundamentais dessa teoria.




CAPITULO 1

UMA BREVE HISTORIA DO CALCULO
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1 NOTAS HISTORICAS

OCélculo tem suas origens na Grécia antiga quando, ha
pelo menos 2500 anos atras, problemas como o calculo
de areas de figuras curvas e volumes de sélidos delimitados por

superficies curvas ja desafiavam os fil6sofos da época.

Noséculo V a.C., Eudoxo usou o chamado método da exaustao
para provar a férmula da drea do circulo. Esse método deu origem ao
que, hoje, chamamos de limites, conceito fundamental para o estudo
do célculo. O ramo do célculo que trata dos problemas de areas e

volumes é chamado de Célculo Integral.

O outro ramo do calculo trata de problemas relacionados
a retas tangentes a curvas, e denomina-se Célculo Diferencial. Os
problemas de tangentes também apareceram na Grécia antiga, porém
com objetivos puramente geométricos, e por isso nao se desenvolveram
significativamente durante alguns séculos. O interesse em tangentes a
curvas reapareceu no século XVII como uma parte do desenvolvimento

da geometria analitica.

Durante toda a historia, muitos matematicos fizeram
contribuicdes importantes no desenvolvimento do cédlculo. Mas o
apice ocorreu no século XVII, quando, de forma independente, Isaac
Newton e Wilhelm Leibniz, organizaram as ideias ja& descobertas
até entdo, aprimoraram a linguagem matematica, desenvolveram
as ideias de limites e descobrem a peca chave para o grande quebra
cabeca: O Teorema Fundamental do Calculo, que estabelece o Calculo
Diferencial e o Célculo Integral, aparentemente independentes, como

processos inversos.

Isaac Newton, conhecido por suas contribui¢des para a fisica e

amatematica, publicou seu trabalho principal, “Philosophiee Naturalis
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Principia Mathematica”, em 1687. Nessa obra monumental, Newton
formulou as leis do movimento e a lei da gravitacdo universal. Para
resolver os desafios matematicos envolvidos em suas teorias, Newton
desenvolveu o cilculo diferencial, introduzindo o conceito de derivada

e suas aplicagdes na andlise do movimento e das taxas de variacao.

Enquanto isso, Gottfried Wilhelm Leibniz, um filésofo,
matemadatico e cientista alemao, estava desenvolvendo de forma
independente suas proprias ideias sobre o calculo. Leibniz introduziu
o conceito de notacao diferencial, com o uso de simbolos como o j—i
para representar as taxas de variacdo. Em 1684 Leibniz publicou sua
versdo do cdlculo, sob suspeitas de plagio das ideias de Newton.
Nesse trabalho procurou desenvolver um sistema de notagdes que
simplificariam o raciocinio l6gico. Sua simbologia e as regras para
encontrar as derivadas e integrais, sdo usadas até hoje. A teoria mais
aceita hoje é de que ndo houve plagio por parte de Leibniz, e aos
dois matematicos sdo dados os maiores créditos sobre a invencao do

Calculo.

Apo6s Newton e Leibniz, o calculo diferencial e integral
continuou a se desenvolver e a evoluir. Durante o século XVIII, os
matemadticos franceses Augustin-Louis Cauchy e Joseph-Louis
Lagrange aprofundaram as bases do célculo, estabelecendo os

conceitos rigorosos de limite, continuidade e convergéncia.

No século XIX, os trabalhos de Carl Friedrich Gauss, Bernhard
Riemann e Henri Poincaré trouxeram novas perspectivas para o
célculo diferencial e integral. Gauss contribuiu para o campo com suas
técnicas de integracdo e sua pesquisa em superficies curvas. Riemann,
por sua vez, introduziu a integral definida e expandiu a teoria do
calculo para fungdes de mdultiplas varidveis. Poincaré avancou o

campo ao investigar sistemas dinamicos e suas solucoes diferenciais.

11
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No século XX, o calculo diferencial e integral continuou a se
desenvolver e encontrar aplicagdes em diversos campos, como fisica,
engenharia, economia, biologia e ciéncia da computagdo. Contribuicoes
significativas foram feitas por matemaéticos como Karl Weierstrass,
Emile Borel, Henri Lebesgue, entre outros, que refinaram conceitos e

provaram teoremas fundamentais.

Com o advento da computacdo e do avango tecnolégico,
o célculo diferencial e integral encontrou novas aplicacdes e
possibilidades. Métodos numéricos, integracdo computacional e
simulagao sdo agora ferramentas essenciais em muitas dreas cientificas

e de engenharia.

Hoje, o calculo diferencial e integral é uma disciplina essencial
no curriculo de matematica e ciéncias. Seus conceitos e técnicas
continuam a ser estudados e aprimorados, e o calculo continua a ser

uma area de pesquisa ativa em matemadtica pura e aplicada.

Ao refletirmos sobre a histéria do calculo diferencial e integral,
reconhecemos as mentes brilhantes e as contribui¢des revolucionarias
que moldaram essa disciplina. Gragas a Newton, Leibniz e a tantos
outros matemaéticos notaveis, hoje temos uma ferramenta poderosa
para entender, descrever e modelar a mudanca e a acumulacdo de

grandezas, permitindo-nos explorar e compreender o mundo com

uma nova perspectiva matematica.
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2 LIMITES

Oconceito de limites é um dos pilares fundamentais do
calculo diferencial e integral. Ele surge quando estamos
buscando encontrar inclinagdes de retas tangentes a curvas, no célculo
de velocidades instantdneas, nas taxas de variacdes entre grandezas,
no calculo de dreas de regides curvilineas e no computo de somas de
infinitas parcelas. De modo geral, quando estamos resolvendo cada
um desses problemas, construimos uma funcdo matematica que
represente a situacdo e investigamos o comportamento dessa fungao
em pontos especificos e/ ou analisamos as tendéncias da fungao. Isso é

feito através do conceito de limites.

2.1 Limite de uma funcao

Considere a funcdo f(x) = xl—_ll definida para todo x real,
e
x # 1. A fungdo ndo estd definida em x = 1, no entanto podemos
investigar o comportamento da fung¢do f para valores de x préximos

de 1, menores e maiores, mas ndo iguais a 1. Observe as tabelas:

x 0 0,5 08 0,9 0,995 0,999
@) 1 1,5 1,8 1,9 1,995 1,999

x 2 1,5 1,2 1,1 1,005 1,001
fx) 3 2,5 2,2 2,1 2,005 2,001

Avaliando os valores calculados para a funcdo, temos que a
medida que os valores atribuidos a x se aproximam de 1, os valores de
f(x) se aproximam de 2. E bastante intuitivo que podemos conseguir
valores de f(x) tdo proximos de 2 quanto se queira, bastando para isso
tomar valores de x suficientemente proximos de 1. Matematicamente

expressamos esse fato assim:
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lirrif(x) =2 ou limi2=2
x—

x-1 x—1

e dizemos “o limite de f(x), quando x tende a 1, é igual a 2”.

Alternativamente podemos escrever que f(x) —+ 2, quando
x — 1 (f(x) tende a 2, quando x tende a 1).

(De}(fat?, podemos fatorar a expressao de f e obter:
x+ljlx—1
f)=—""" . Sex#1 podemos cancelar o fator x —1 e entdo

teremos f(x) = x + 1. O gréfico da funcao f esta exibido na figura 1.

£
VSIS
/ R at-1

Figura 1- Grafico da fungao f(x)=——

x—1"

Observando o grafico de f fica claro que os seus valores se
aproximam de 2 quando x se aproxima de 1.

Na secao 1.1.1 apresentamos uma definicdo para o limite de
uma funcao.

2.1.1 Definigao do limite de uma fungdo

Considere uma funcao f definida em algum intervalo aberto
contendo o ndamero a (exceto, possivelmente, o préprio a). Dizemos
que o limite de f(x) quando x tende a a vale L, se pudermos tornar

os valores de f(x) arbitrariamente préximos a L, tomando valores de

15
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x suficientemente préoximos de a, menores e maiores que a, mas nao

iguais a a@. Se isso ocorre, representaremos esse fato escrevendo:
lim f(x) = L.
xX—a

Observe que, na definicao do limite de f(x) quando x tende a
a, ndo consideramos o valor da funcdo em x = a . Na realidade f(x)
ndo precisa sequer estar definida em x = a , ou até mesmo poderia
estar definida num valor diferente de L, importando, apenas, como
f(x) se comporta proximo de a. A figura 2 ilustra trés casos em que
lim f(x) =L

X

v ¥ y

- R L s il " L[ A

x 0 x 0 a ¥

Figura 2- Trés casos em que lim f(x) =1

2.2 Limites laterais

Considere a funcdo f(x) = l::

il, definida para todo x real,
x # 1. O gréfico de f(x) é apresentado na figura 3.

2

_ a1l

=

Figura 3- Grafico da funcao f(x)
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Vamos analisar o que ocorre com lirri flx).
.

Quando x tende a 1, por valores maiores que 1 (ou pela
direita de 1), a funcdo se aproxima de 1. Representaremos esse fato

escrevendo:
RS =1

e dizemos que o limite lateral direito de f. quando x tende a

1, vale 1.

No entanto, quando x tende a 1, por valores menores que 1
(ou pela esquerda de 1, a fungao se aproxima de —1. Representaremos

esse fato escrevendo:

S =1

e dizemos que o limite lateral esquerdo de f, quando x tende

al,vale —1.

Observagao: O sinal de positivo e negativo a direita do um,
nos limites, ndo se trata de valores positivos ou negativos, mas sim de

valores maiores e menores que 1 respectivamente.

Como os limites laterais, em torno de x = 1, deram resultados

distintos, dizemos que lim f (x) ndo existe. Dessa forma condicionamos
]

a existéncia de um limite, a existéncia dos limites laterais, e que estes

tenham o mesmo valor.

2.3 Limites infinitos

Considere a funcao f(x) = =, definida para todo x real, x # 0.

a/
£

O grafico de f é apresentado na figura 4.
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Figura 4- Grafico da fungéo f(x) = i
Vamos analisar o que ocorre com li_I‘fEl. filx).
&

Observe que a medida que x se aproxima de zero, tanto por
valores superiores como por valores inferiores a zero, a fun¢do nao
tende a um numero especifico, mas sim cresce indefinidamente.

Representaremos esse fato escrevendo:
lim f(x) = +oo.
x—0

Neste caso, apesar da notagdo utilizada, consideramos que nao
existe o limite da funcdo f quando x tende a zero (ja que o infinito ndo

representa um ntmero, mas sim que a fungdo nao para de crescer).

A reta x = 0 é uma assintota vertical da funcao. De modo mais
geral, se para alguma fungdo ocorrer algum dos limites lim,_f (x) = +oo,
I'Lm_ flx) = 4o, l'Ler f(x) = —wou l'im_ f(x) = —om,entdoaretax = a

é uma assintota vertical da funcao.

Ainda considerando a funcado da figura 4, observamos que a
medida que os valores de x aumentam em moédulo, a func¢ao diminui

seu valor e se aproxima de zero. Representaremos esse fato escrevendo:
lim f(x)=0e lim f(x)=0
X—>—00 X—+00

A reta y =0é uma assintota horizontal da funcdo. De

modo mais geral, se para alguma fung¢do ocorrer algum dos limites

18
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lim f(x)=L ou lirP f(x) =L, entdo a reta ¥ = L é uma assintota
r—+ oo

x—+— oo

horizontal da funcao.

2.4 Continuidade

Intuitivamente, dizemos que uma funcdo é continua quando
conseguimos esbocar o seu grafico sem retirar o lapis do papel, isto
é, o grafico da funcdo nado apresenta furos ou saltos. Essa definicdo é

vaga, uma definicdo mais formal é apresentada a seguir.

Dizemos que uma fungdo é continua em x=a se
lim f(x) = f(a).
&I

Estd implicito nessa definicdio trés condicdes para a

continuidade no ponto x = a:
1. aestd no dominio de f.
2. Existe lim f(x).
X
3. lim f(x) = f(a)
Uma funcao sera dita continua em um intervalo aberto I, se for

continua em todos os pontos de L.

2.5 Propriedades dos limites

Para o célculo de limites de fungdes, usaremos um conjunto

de propriedades, também chamadas de Leis dos Limites.
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Lei da Soma lim[ f(x) + g(x)] =lim f(x)+ lim g(x)

Lei da Diferenca lim[ f(x)—g(x)]=lim f(x)—1lim g(x)

Lei do Mdltiplo lim[c- f(x)]=c-lim f(x)

Constante

Lei do Produto lim[ £(x)- g(x)] = lim £(x)-lim g(x)

Lei do Quociente f(x) lim f(x)
lim——==224—— 'se limg(x)#0

Sag(r) limg(r) o

Lei da Poténcia lim[ £ (x)]" =[lim £ (x)]"

Propriedade da Seja a € R, tal que a esta no dominio da fung¢do

Substituicdo Direta f(x) , entdo limf(x) = f(a), para os seguintes
x—-a

tipos de fungdes:

e Polinomial

e Racional

e Raizes

e Trigonométricas

e Trigonométricas Inversas
e Exponencial

e Logaritmicas

Teorema do Confronto | Se f(x) < g(x) < h(x) para valores de x

(Teorema do proximos dea e chl_rg f(x) = )lci_rﬁh(x) =1L

Sanduiche) entdo limg(x) = L.
x—a

20
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2.6 Definicao do namero e como um limite

O ntmero irracional e, cujo valor aproximado é 2,718, é um
numero fundamental para o Calculo Diferencial e Integral. Em sessoes

posteriores sua relevancia ficard explicita. Por hora, apresentamos

uma definicdo desse numero através de um limite:

X

, 1
e = tim(1+3)
2.7 Exemplos resolvidos

. xi-3x+3
Exemplo 1: Calcule Eﬂ}; s

Resolucado:

Como a fungdo envolve apenas termos polinomiais,
exponenciais e radicais e, além disso, a fungao esta definida em x = 2,

podemos usar a propriedade da substituicdo direta e obter:

. Vx2=3x+3 _ /(2)?-3(2)+3
lim =
x-2 2%+2 2242

1
P

Exemplo 2: Calcule fé:_'.r}?;e. :__;E .

Resolucdo:
Observe que aqui nao podemos aplicar a propriedade da

substituicdo direta, uma vez que a funcdo nao esta definida em t = 4.

No entanto, podemos fatorar a expressao e obter:

@+ _

lim—== lim lim(2 +0) = 2 +V4 = 4

to4 2-VE 4 2-VE
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VIR
Exemplo 3: Calcule lim S

Resolucdo:

Novamente ndo podemos aplicar o método da substituicao
direta, pois a funcdo ndo esta definida em h = 0. Aqui a estratégia

utilizada, sera a racionalizacdo do numerador:

lim\/1+h—1_ lim\/1+h—1 VIth+1 _ im h —lim—t =1
hs0 R hoo R VI+h+1l hooh(VI+h+1) pooVith+l 2

Exemplo 4: Calcule j_:}?fm %

Resolucdo:

Observe que tanto o numerador quanto o denominador
tendem ao infinito quando x = +%. Logo, ndo é 6ébvio o que acontece
quando x cresce indefinidamente. Nesse tipo de situacdo a estratégia
é dividir numerador e denominador pela maior poténcia de x que

aparece no denominador:

360+ 2x +1 3,21
3x*+2x+1 T X3 Y ; ;
Hrﬂosxa_4xz_2_xirﬂo5x3—4x2—2_}irf!o5 4 2

3 3

X X X

. . c
O limite das parcelas da forma F,sendo C constante e
n >0, quando x — +%, vale zero, pois como o denominador cresce
indefinidamente e o numerador é constante, .xi'“ — 0 .Logo o limite

procurado fica

3+£+i
lim — X ¥ _3+0+0_3
w4 2 5-0-0 5

x x°

22
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Exemplo 5: Determine o valor de a, para que a funcao definida por

xX2+x-2
——,s5e x=#1.
x_

fx)=

a,se x=1
seja continua, para todos os valores de x € &.
Resolucdio:

Para que a funcdo f(x) seja continua para todo x real,
Iif; f(x) = f (k) para todo k € R. O possivel ponto de descontinuidade
x
é aquele que anula o denominador da expressao. Queremos entdo que

ii;r}m}f{x] = f(1) = a. Temos que:

2 _ —
lim ¥ =2 i GFDOD 2y =3
x—1 X — 1 x—1 (x — 1) x—1

e, portanto, devemos ter a = 3.

Exemplo 6: Mostre que lim(x2 -sen lJ =0.

X—>0 X

Resolucio:

Sabemos que a fungdo senx é limitada pelos valores -1 e 1,
1 3
entio —1=sen-<1  Multiplicando a desigualdade por *temos:

—x? < xloen < x2 lim —x* = lim x* = 0
x* < x*sen= < x*. Como T v , pelo teorema do

&£
. 1
confronto, temos que lim (x2- SEN ) = 0.
XD

x
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3 CALCULO DIFERENCIAL

3.1 Derivadas

problema central do calculo diferencial consiste em
determinar a inclinagdo da reta tangente t, a uma curva
Cdeequacdo y = f(x), no ponto P = (a, f(a)). A dificuldade surge no
fato de que para computar a inclinacdo sao necessérios dois pontos da

reta e, no entanto, temos conhecimento apenas do ponto P.

Para contornar esse problema, tomamos um ponto vizinho

@ = (x, f(x)) com x # a, conforme a figura 5.

.‘.

dix, fixn

Figura 5
A inclinagado da reta secante PQ é dada por:
@ f(@
PO
x—a

Observe que se fizermos o ponto Q aproximar-se de P ao

longo da curva, a inclinacdo da secante PQ tende a se aproximar da

inclinacdo da tangente t (ver figura 6).
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Figura 6

Dizemos entdo, que a inclinagao da reta tangente é dada pelo
limite da inclinagdo da secante PQ, quando o ponto Q tende ao ponto
P. Observe que o ponto Q tender ao ponto P, é o mesmo que fazer x

tender ao ponto a. Matematicamente temos:
m, = lim f(x) _f(a)
xX—a x — a
A esse limite damos o nome de derivada da fungdo f no ponto a.

Se escrevermos x = a +h, entdo h tende a zero quando x
tende a a, e temos uma maneira equivalente de escrever a definigao
de derivada:

A derivada de uma fungdo f em um ponto a, denotada por f'(a), é

' _ .. flath)—f(a)
f'(@) = lim L@,

se o limite existir.
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3.1.1 Exemplo resolvido

Exemplo 1: Calcule a inclinagado da reta tangente a pardbola y = x”.
A) em um ponto genérico G = (x,y).

B) no ponto P = (2,4).
Resolucao:

A) A derivada da funcdo f(x) num ponto a = x genérico, é

dada por:
f'(x) = lim Fx+h)—f(x) _ lim (e+hy’=(x)? _ lim 2+ 2xhhi—x? _ lim h(2x+h),
h—0 h h—0 h he0 h 0 7
h—0

Como h nado assume o valor zero quando , podemos

cancela-lo e escrever:
f'(x) = IllinE)LZx + h = 2x.

Isso significa dizer que para qualquer ponto (x, y) da parabola,

a inclinacdo da reta tangente, neste ponto, vale 2x.

B) Observe que, de acordo com a definicao, a inclinacao
procurada é a derivada da funcdo f(x) = x%, no ponto P
= (24).

f'x)=2x= f'12)=4.
3.2 Outras notacoes

A derivada da fungdo y = f(x), em relacdo a variavel x, pode
ser representada das seguintes formas:

P dy d
y'=f'(x) =a=af(x) = Df (x) = Dyf(x)
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3.3 Regras de derivacao

O célculo de derivadas, através do limite da definicdo é,
geralmente, um processo trabalhoso e dificil. Na pratica, utilizamos

um conjunto de regras de derivacdo que nos permitem diferenciar

uma grande quantidade de fungdes elementares. Algumas regras sao

apresentadas no quadro a seguir:

Regra do maultiplo d d
& p SRCACIRTSR Ve
constante X

Regra da Soma di[f(x) +g(x)]= i[f(x)]+i[g(X)]
e dx dx

Regra da Diferenca d _ _d _d
- g@)= (]2
Regra do Produto L) g01= 10020+ (0)
X dx dx
Regra do Quociente 4@ 90 @] @ gzl

dx lg(x)] [9(0)]?

Observe que em todos os casos estamos supondo que as

fungdes sao derivaveis.

3.4 Derivadas das principais fun¢des elementares

Apresentamos no quadro a seguir a derivada das principais
funcdes elementares. Cada um dos resultados pode ser provado

aplicando a definicdo de derivada.

Fungio Constante di (©)=0
X

Funcgao Identidade di (x)=1
X
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Funcao Poténcia

d ny _ n—1
dx(x )=nx

Fungao Exponencial d (@)=a'Ina

, em particular di(e“) =e"

dx x
Funcdo Logaritmica i(loga x) = , em particular i(1n|x|) -1
dx xlna dx X
Funcoes d d
— (senx) =cos x —(cossec x) = —cossec x - cot gx
Trigonométricas dx dx
d d
—(cos x) = —senx —(secx) =secx-1gx
dx dx
i(tgx) =sec?x i(cot gx) = —cossec’ x
dx dx
Funcdes i(arcsenx) =
: Abp dx 1-x2
Trigonométricas
d B 1
Inversas E(arc cossecx) =— T
i(arc cosx)=— ! i(arc secx) = !
dx 1-x? dx xvx2—-1
d d
— (arctgx) = —(arccotgx) =—
dx( &) 1+x2 dx( &) 1+x2

3.4.1 Exemplos resolvidos

Exemplo 2: Diferencie a funcdo f(x) = 2x® — 7x* + 4x* — 5x + 2.

Resolucao:

Aplicando as regras da soma e da poténcia, podemos derivar

a fungao termo a termo e obter:

f'(x) = 10x* — 28x3 + 12x% — 5.
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Exemplo 3: Diferencie a funcdo f(x) = Vx3 - senx.

Resolucio:

]

~ =x7 -
Observe que podemos escrever a fungdo como fx) = x7 - senx

e entdo aplicar a regra do produto:

3 —4
f'(x) =x?-cosx+%x7-senx ou f'x) = W-cosx+ﬁx_4-senx.

Exemplo 4: Diferencie a funcdo f(x) = ﬁ.

X

Resolucdio:

Aplicando a regra do quociente temos:

x2-e" =2x(e" +1)

f'x)= y
X

3.5 Regra da cadeia

Uma importante regra de derivagdo é a chamada regra da
cadeia, que nos permite calcular a derivada da composigao de fungdes

elementares.

Regra da Cadeia (Composicao de Fungoes)
Se F(x) = g(f(x)), e as fungdes f e gforem derivaveis entao,

Fi(x)=g'(f(x)-f'(x)

Em palavras descrevemos a regra da cadeia da seguinte forma:
Se F(x) = g(f(x))entdo a derivada de F(x) serd a derivada da funcao
de fora & (na fungdo de dentro f(x)) vezes a derivada da fungao de

dentro. O desafio esta em perceber a composicdo a ser aplicada.
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3.5.1 Exemplos resolvidos
Exemplo 5: Diferencie a funcado F(x) = vyx*+ 1
Resolucao:

Observe que a fungdo F(x) é uma composicao de fungdes.

De fato, podemos definir gluw)=+uef {x] =x?+ 1, e entdo escrever

F(x) = g(f(x)). Uma vez que g'(w) = _u - —_L ef'(x) =3x% basta
T 2vu

aplicar a regra da cadeia:

2 _ 3x?

F'(x) = g'(f()) - f'(0) = s - 3% = =

Exemplo 6: Diferencie a fungdo F(x) = sen®x.

Resolucdo:

Novamente temos que F(x) é uma composicao de funcdes.
Sejam g(u) = u’® e f(x) = senx, entdo F(x) = g(f(x)). Aplicando a
regra da cadeia, temos:

F'(x) =g'(f(x)) - f'(x) = 3sen?x - cos x.

3.6 Regra de L"Hospital

fix)
glx)
, em que tanto numerador quanto denominador tendem a zero, ou

No célculo de limites, sdo frequentes aqueles da forma hm

a infinito, quando x —+ a ( limites da forma % ou E) Nesses casos,
faziamos alguma manipulacdo algébrica para eliminar algum termo
do quociente, e entdo calculavamos o limite por substituicao direta.
Entretanto, em alguns Ccasos, essa manipulagéo nao é possivel, e temos

entdao um limite chamado de limite indeterminado.
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Para esses casos, usamos uma aplicacao de derivadas, chamada
de Regra de L'Hospital:

Regra de L’'Hospital (limites indeterminados)

Suponha quef e g sejam fungdes derivéveis e que g'(x) # 0 préximo a a.

Se o lim A (x), for da forma 2 ou Z entdo:
x—a 9(x) 0 o

tim L _ L)
x>ag(x) xoag'(x)

3.6.1 Exemplo resolvido

ST

I
Exemplo 7: Calcule x=0 * |

Resolucio:

Observe que quando x — 0, tanto numerado e denominador
.. V]
tendem a zero, portanto temos um limite da forma 7. Como nenhuma

manipulacdo algébrica ocorre nesse caso aplicamos a Regra de

L’Hospital e obtemos:
lim 3¢ i (senx) im SO X 4
x>0 x x>0 (x)' x>0 ]

3.7 Diferenciacao Implicita

Uma importante aplicacdo da regra da cadeia ocorre quando
desejamos obter a derivada de funcdes que sao definidasimplicitamente

por uma relacdo entre x e ¥- Por exemplo:
x*+y?=1
Neste caso poderiamos resolver a equagdo para ¥ como

funcdes explicitas de x
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y=+V1—-x2

. d , .
e obter a derivada d—""’ através da regra da cadeia.
X

Entretanto, em algumas relagdes ndo conseguimos explicitar ¥

em fungao de x com tamanha facilidade; por exemplo:
x3+y3 = 8xy

Em situacdes como esta usamos o método de diferenciacao
implicita, que consiste em diferenciar ambos os lados da equagao em

I
relagdo a ™ e entdo resolver a equagao resultante para ¥ .

3.7.1 Exemplo resolvido

Exemplo 8: Encontre uma equacdo da reta tangente a curva
x*+ xy +y* = 3 (Elipse) no ponto P (1,1).

Resolucao:

Diferenciando ambos os lados da equagao x* + xy + y* = 3 em

relacdo a x:

d | . d
sl =2 (3
dx(x +xy+?) dx( )

d ., d d
— +— +—(y») =0
2 O+ )+ (7)
Lembrando que ¥ é uma funcdo de x e usando a Regra do

Produto, para o segundo membro, e a Regra da Cadeia, para o terceiro

membro, temos:

2x+xy'+y-1+2yy'=0

Resolvendo para ¥
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r . (@2x+y)
T (x+2y)

Logo a inclinagdo da reta tangente é dada pela derivada, no

pontoondex=1ley = 1:

B CAE

m= (1+2)

Portanto uma equacao da reta tangente a elipse no ponto (1,1)

([N

y—1=—-(x-1).
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4 ELEMENTOS DE CALCULO INTEGRAL

4.1 A integral definida

problema central do célculo integral consiste em
determinar o valor da drea de uma figura curva. Mais
especificamente, considere o problema de calcular a drea S da regidao
sob o grafico da funcao f(x) (inicialmente consideraremos f(x) = 0),

e delimitadas pelas retas x = a,x =b e y = 0 (ver figura 7)

Vi

\'\ ¥=fix)
=

Figura 7

Para determinar o valor da &rea S, usaremos a seguinte
estratégia: dividiremos a regido S, aproximando-a por retangulos de
largura constante, igual a Ax, e altura determinada pela fungao f(x)
, num ponto x; escolhido, arbitrariamente, como o ponto médio de
cada subintervalo. Entdo, aproximaremos a drea S pela soma das areas

desses retangulos (ver figura 8).

_'I-' .

Figura 8
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4
Temos entdo que S~ f(x,)Ax.

i=1
Dizer que a area S é aproximadamente a soma das areas dos

retangulos pode parecer uma afirmativa exagerada. No entanto, note

que a medida que aumentamos o ntimero de retdngulos considerados

a aproximacao tende a melhorar (ver figura 9).

v

Figura 9

Diremos entdo que a drea S é o limite das somas das areas dos

retangulos, quando o niimero de retangulos tender ao infinito.
S=1im) f(x,)Ax
n—>0 im1

A esse limite daremos o nome de integral definida da funcao

f(x) de a para b, e representaremos assim:

Integral definida da funcao f(x) de a para b

S= [, f()dx=lim T, f(x;) Ax

Na definicao de integral definida, como sendo a &rea sob o

graficodafuncao f(x), consideramosafuncaocomosendoestritamente

positiva. Consideremos, agora, o caso mais geral, conforme a figura 10:
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ol a b x

Figura 10

Chamando de 5, a regido do gréfico acima do eixo x e de
5, a regido do gréfico que estd abaixo do eixo x, temos que em 5,
os valores de f(x) sdo negativos, portanto, ao computar a Integral

definida da fungao f(x) de a para b, teremos:

b
| reodx=s,-s,

4.2 Calculo de integrais (o teorema fundamental do Calcu-
lo)

Apresentaremos agora aquele que é um dos teoremas mais
importantes de toda a Matematica. Descoberto por Isaac Newton e
Wilhelm Leibniz, de forma independente, o Teorema Fundamental do
Calculo relaciona os dois ramos do calculo, que aparentemente sao
independentes: O problema das tangentes (calculo diferencial) e o
problema das areas (calculo integral). A descoberta deste teorema é

considerada um dos maiores feitos do intelecto humano!

Inicialmente vamos definir g(x) como sendo a fungao que a

cada x associa a area sob o grafico de f no intervalo [a, x], conforme a

figura 11:
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4.2 Calculo de integrais (o teorema fundamental do Calcu-
lo)

Apresentaremos agora aquele que é um dos teoremas mais

importantes de toda a Matematica. Descoberto por Isaac Newton e

Wilhelm Leibniz, de forma independente, o Teorema Fundamental do
Calculo relaciona os dois ramos do calculo, que aparentemente sao
independentes: O problema das tangentes (cdlculo diferencial) e o
problema das &reas (calculo integral). A descoberta deste teorema é

considerada um dos maiores feitos do intelecto humano!

Inicialmente vamos definir g(x) como sendo a fungdo que a
cada x associa a drea sob o gréfico de f no intervalo [a, x]. conforme a
figura 11:

P _.——.__...‘ } — j'“.:I

,

firea = gix| —

Podemos escrever g(x) = f: f(t)dt.

O Teorema Fundamental do Calculo (parte 1)
Seg(x) = f; f(x)dx, a < x < b, e f(x) for uma funcdo continua em [a, b] entdo:

9'(x)=fx)

Este teorema nos diz que a derivada da fungao area, g(x), é
exatamente igual a funcdo f(x) sob a qual estamos calculando a area.
Em outras palavras, estamos dizendo que integracao e derivacdo, sao
processos inversos. Dizemos que a fungdo g(x) é uma primitiva de
f(x), ou que g(x) é uma antiderivada de f(x).
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Exemplo: Uma antiderivada da funcao f(x) = 5x? é a funcao

g(x) = E“i + C, com C constante, pois g'(x) = f(x) = 5x° (verifique!).

O Teorema Fundamental do Calculo (parte 2)

Se f for continua em [a, b] entdo

fab f(x)dx = F(b) — F(a), onde Fé uma antiderivada qualquer de f(x).

Em resumo, para computar o valor de f: f(x)dx, em que f é

uma funcdo continua em [a, b] procedemos da seguinte forma:
i)Procuramos uma antiderivada F(x), da fungado f(x).

ii)\Usamos o fato de que f: f(x)dx = F(b) — F(a).
4.2.1 Exemplos resolvidos

Exemplo 1: Calcule a drea S da regido sombreada da figura 12.

Figura 12

Resolucao:

S =[] f(x)dx = [, x*dx.
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Uma antiderivada dafuncao f(x) = x% é F(x) = Zj (Verifique!).

Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo segue que:

S = [ xdx=F(1) - F(0)=~->=1.

2 2 2

Exemplo 2: Calcule a area 5 da regido sombreada da figura 13.

2

T

= o

-1

Figura 13

Resolucdio:

Como a regido sombreada se encontra na parte negativa de

f(x) = cosx, o valor de S é dado por:

31

S = —fbf(x)dx = —LTcosxdx

Uma antiderivada da funcdo f(x) =cesx, é F(x) = senx.
Logo:

3n

s Forae[p (5) 1] ~[in -] -2
= g cosxax = 2 2 = senz senz = 4.
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4.3 Propriedades da integral definida

Apresentamos a seguir algumas das principais propriedades
da integral definida:

b
J, cdx = c¢(b — a), onde ¢ é uma constante qualquer.

[2 fydx=-[' f(x)dx

j.f(x)dxz 0

Lo+ g@ldx = [ £ (x)dx + [ g(x)dx

b b
Icf (x)dx = c-[ f(x)dx, onde c é uma constante qualquer.

a a

/0 - g = [ e[ g

[Creegaes [ pexjae={" f(x i

4.4 Integrais elementares

O grande desafio no célculo de integrais, estd em determinar a
primitiva ou antiderivada da funcao a ser integrada. Em alguns casos,
nao hd métodos elementares para o calculo da primitiva. Apresentamos

a seguir, as primitivas das principais funcdes elementares.

Observacao: Representamos uma primitiva genérica da fungao

f(x), simplesmente como [ f(x)dx, também chamada de integral
indefinida de f.
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J.dx=x+C Isecz(x)dx=tgx+C
Ix”dxz X" Icossecz(x)dxz—cotgx+C
n+l1

Ie"dx—ex+C Itgz(x)dx=tgx—x+C

J-sen(x)dxz—cosxﬂ-c

jidx=1n|x|+c
J.cos(x)dxzsenx+C o

X

+C

J-a"dx -4

Ilg(x)dlen\secx|+C Ina

Em todos os casos, C é uma constante qualquer.

4.4.1 Exemplos resolvidos

Exemplo 3: Calcule a 4rea da regido limitada pelas curvas y = x* e
y=—3x+ 4.

Resolucaio:

Os pontos de intersecdo das curvas sao dados por:
x*=-3x4+4=x=—4ou x =1 (ver figura 14).

A area S pode ser calculada assim:
_ 1 1 1
S— f_4(—3x + 4)dx — f_4 xzdx = f_4(_3x + 4 — xz)dx

Uma antiderivada da funcdo f(x)=-3x+4—x> ¢
F(x) = —% + 4x — ,;a. Logo:

S=[1(-3x+4—x)dx=F(1) ~F(-4) = [-XL+a) -] [-E2+4(-9)-

ﬂ]=£5

3 6 "
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4.5 Regras de integracao

O célculo de integrais é, de modo geral, um processo bem mais
engenhoso do que o calculo de derivadas. Apresentamos a seguir duas

das estratégias mais notaveis para o calculo de integrais.

4.5.1 Regra da Substituicdo

Essa estratégia consiste numa mudanga de varidvel adequada
para a integracdo. Sugerida quando queremos integrar um produto
de funcoes, tal que a derivada de uma das parcelas, esteja presente na

outra parcela.

Exemplo 4: Determine [ xe® dx.

Resolucao:

Uma substituicdo adequada é chamar x* = u, pois derivando

~ ., du du
ambos os lados em relacao a variavel x, resulta em oo 2x= xdx = —

z
. Observe que xdx é exatamente uma das parcelas a ser integrada. Logo

fazendo a mudanca de variavel, temos:
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.[xexzdx=lje”du=l(e”)+C=l(ex2)+C
2 2 2 '

(Verifique a solugdo encontrada derivando-a!)

Exemplo 5: Determine [ x%/x3+ 1dx.

Resolucdao:

P2

Uma substituicdo adequada é chamar x*+1=wu, pois

derivando ambos os lados em relacdo a varidvel x, resulta em

du du ,
- = 3x*= x’dx=—. Observe que x*dx é exatamente uma das
X

parcelas a ser integrada. Logo fazendo a mudanca de variavel, temos:

1 3 3
fxzx/r-i-ldx=1f\/ﬂdu=§fu5du=l(§u5)+C=§(x3+1)5+C.

3 3

(Verifique a solugdo encontrada derivando-a!)
4.5.2 Integracao por partes
Sabemos da regra do produto para derivagao que:

[F(x) 9] = f(x)-g'(x) + f(x) - g(x)

Integrando ambos os membros da equagdo resultam na

expressao conhecida como integracdo por partes:

f F) - g0 dx = F(x) - g(x) — f 900 - f'(x) dx
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Exemplo 6: Determine [ x - senx - dx.

Resolucao:

Podemos pensar em f(x)=x e g'(x)=senx. Entdo

g(x) = —cosxe f'(x) = 1. Usando a férmula de integracao por partes,
temos:
[x-senx-dx = x(—cosx) — [(—cosx) - dx = —x cos x + senx + C.

(Verifique a solucdo encontrada derivando-a!)
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