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Luiz Gustavo Martins dos Santos

Durante toda minha formagdo académica e na minha préatica docente, os
problemas de contagem sempre se apresentaram de maneira interessan-
te e desafiadora.

Nesta perspectiva, a escolha do Problema de Lucas como assunto deste traba-
lho possibilitou um intenso aprendizado, pois varios tépicos relevantes de combinaté-
ria serdo tratados de forma detalhada culminando na sua demonstracao. O enunciado

do Problema de Lucas é o seguinte:

“De quantas maneiras n casais podem se sentar em 2n cadeiras diferentes em
torno de um circulo de modo que pessoas do mesmo sexo nao se sentem juntas e que

nenhum homem fique ao lado de sua mulher?”

Este problema foi formulado em 1891 pelo matematico Frances Edouard Lucas e pos-
teriormente sua solugdo foi proposta por varios matematicos. Neste trabalho vamos apresentar
a solucdo utilizando o Principio da Inclusdao e Exclusdao em sua forma alternativa e o Segundo
Lema de Kaplansky.

O trabalho consta de trés capitulos. O primeiro trata do Principio da Inclusao
e Exclusao onde vamos encontrar a cardinalidade da unidao de um numero finito de
conjuntos finitos e também sua demonstracdo, bem como a forma alternativa para o
seu complementar. O primeiro capitulo consta ainda de aplicagdes importantes como

o Crivo de Erastostenes e as Permutacdes Cadticas.

O segundo capitulo trata dos Lemas de Kaplansky e suas aplicagoes. Esse ca-
pitulo trds uma particularidade interessante: a interacao do trabalho académico com a
préatica pedagogica. De fato, durante a resolugdo de problemas combinatérios em sala
de aula tive oportunidades de encontrar algumas aplicacdes dos Lemas de Kaplansky,
que serdo tratados neste capitulo.

O terceiro capitulo vai trazer o Problema de Lucas com sua demonstracao.
Para facilitar o entendimento do mesmo, o capitulo trds um tépico sobre permutacao
circular e a resolucdo de um caso mais simples. A demonstragao do Problema de Lucas

serd feita de forma detalhada, comecando com a solucdo de um caso especifico.

O texto termina com algumas consideragdes finais nas quais fazemos um bre-

ve resumo das questdes mais importantes abordadas neste trabalho, relatando a im-

portancia deste para o aprendizado e ensino de combinatoria.
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1.1 O PRINCIPIO DA INCLUSAO E EXCLUSAO

esta secdo estamos interessados em obter uma férmula para a cardinali-
dade da unido de um ntimero finito de conjuntos finitos. Como motiva-

¢do, vamos analisar uma situagdo problema bem simples:

Exemplo 1.1.1 Numa pesquisa com jovens, foram feitas as seguintes perguntas
para que respondessem sim ou ndo: Gosta de musica? Gosta de esportes? Responde-
ram sim a primeira pergunta 90 jovens; 70 responderam sim a segunda; 25 responde-
ram sim a ambas. Supondo que todos eles tenham respondido sim a pelo menos uma

das opcdes, quantos jovens foram entrevistados?
Solucao:
e A:conjunto dos que gostam de musica. Sua cardinalidade serd dada por:
|A| = 90’

e B:conjunto dos que gostam de esporte. Sua cardinalidade sera:

IB| = 70

A N B: conjunto dos que gostam de ambos. Sua cardinalidade sera:

|ANnB|=25.

E claro que se somarmos |A| + |B| teremos contado duas vezes aqueles que se
encontram na intersecio de A e B. Portanto para descobrir o ntmero de

entrevistados devemos fazer:

|A| + |B| — |ANB.
Desta forma,

JAUB| = |A| + |B| = |JANB| = 90 + 70 — 25 = 135.

Teorema 1.1.2 (Principio da Inclusdo e Exclusao): O niimero de elementos na

unido de n conjuntos finitos 4,, 4,, 45, ..., 4,, é dado por:

14, UAy U . UA,| = Z|Ai1|— Z A, N A | + Z A, N A, 0 Ay | -
1

Silsn 1Si1<i2$n 1Si1<i2<i35n

+ .o 4 (—1)n_1|A1 nAZ ﬂA3 n.. nAnl-

1 O numero de elementos de um dado conjunto A, ou seja, sua cardinalidade sera representada por |4l.
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Demonstragao: Basta mostrar que, dado p = 1,2,3, ..., n, temos que cada ele-
mento que pertence a p dos conjuntos 4;'s é contado exatamente uma vez na soma

acima. De fato, pertencendo a p dos conjuntos 4;'s ele sera contado:

1<iy<ipzsn

. (g) vezes em Z |Ai1 NA4;,nN Aial

1Si1<i2<i35n

® (g) vezes em Z

1Si1<i2<"'<ip5n

Ay N A, 00 Ay |

E claro que a intersecao de mais que p conjuntos ndo fornecerd nenhuma con-
tribuicdo, uma vez que o elemento em questdo pertence a exatamente p dos conjuntos
Ay Ay Ag, o, A

Somando todas as contribuigdes acima com seus respectivos sinais, obtemos:

P\ _ (P\, (P\_ (P\, _p_l(p)
(-G +(G) -G+ -+ ().
Queremos provar que a soma acima ¢ igual a um. Para tanto vamos demons-

trar primeiramente a seguinte igualdade:

©-0 Q-G ()=e

Temos pelo Bindmio de Newton® que:

l

14
(I:) (—1)L1P~ = (=1 + 1)? = 0.
=0

Desta forma,

B)-0)+C)-() e ()=0+{) -1

2 O ntimero de maneiras de escolher J elementos de um conjunto com 71 elementos serd aqui denotado por (}) =25 n 2520

3 Em geral o Bindmio de Newton é escrito da seguinte forma: (a +b)" =i, (") '™ .
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Exemplo 1.1.3 Quantos sdo os anagramas da palavra PERDAO em que P ocu-

pa o primeiro lugar ou o R ocupa o segundo lugar ou o D ocupa o sexto lugar.

Estratégia: Usar o Principio da Inclusao e Exclusdo, pois se trata de um proble-

ma de contagem da cardinalidade da unido de um ntmero finito de conjuntos finitos.

Definimos:

A, oconjunto de todos os anagramas da palavra PERDAO tendo o P como a pri-
meira letra.

* A, o conjunto de todos os anagramas da palavra PERDAO tendo o R como a se-
gunda letra.

e A3 o conjunto de todos os anagramas da palavra PERDAO tendo o D como a
sexta letra.

A resposta para nossos problemas é claramente dada por:
|A; UA, U As].

Note que, para cada i = 1, 2,3, cada elemento de 4; é uma permutacao de 6
letras com uma delas fixas. Desta forma, o nimero de elementos de 4; é dado por 5!e
assim

|A;]| =14;| = |A3| = 5! =120.

Vamos agora calcular |"4='. nA; | Neste caso, estamos interessados em obter o
namero de permutacdes de 6 letras com 2 letras fixas, portanto

Por altimo vamos contar a cardinalidade da intersecdo dos trés conjuntos, ou
seja, o namero de permutacdes de 6 letras com as letras P, R e D fixas, temos:

Usando o Principio da Inclusao e Exclusdo temos:

|A; UAy UA;| = |Aq| + |4z] + |43 = |A; n Ay — |A; N A3 — [A; N Ag| + |A; N Ay N A
= 3.5! = 3.4! + 3! = 294,

Exemplo 1.1.4 Suponha que n cavalheiros foram a uma festa e deixaram seus

chapéus com o porteiro. Como o porteiro estava muito distraido, trocou alguns cha-
péus de lugar.
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a) De quantas maneiras distintas os chapéus podem estar dispostos de modo que o
chapéu do primeiro ou do segundo cavalheiro estejam na posicdo correta?

b% De quantas maneiras distintas os chaﬁéus podem estar dispostos de modo que o
chapéu do primeiro e do segundo cavalheiro estejam na posi¢do incorreta?

a) Estratégia: Definir conjuntos apropriados e aplicar o Principio da Inclusao e Ex-
clusao para determinar o nimero de elementos da uniao.

Solucao:

Sejam A, o conjunto de todas as permutagdes em que o chapéu do primeiro
cavalheiro esteja na posigao correta e 4, o conjunto de todas as permutagdes onde o

chapéu do segundo cavalheiro esteja na posigao correta.
Assim temos:

l4,] = |4;] = (n—1)!, pois, para i = 1,2, fixando o chapéu do i-ésimo cava-

lheiro na posigao correta, precisamos apenas permutar os n — 1 restantes.

|4, N A4,| = (n —2)!, pois fixando simultaneamente os chapéus do primeiro e

do segundo cavaleiros nas posi¢des corretas, precisamos apenas permutar os restantes.
Desta forma:
|41 U Az| = |A1] + [Az] =141 nAz| = 2(n = D! = (n - 2)!
=2n—-1)(n-2)!'—-(n-2)!'=2n—-3)(n—2).
b) Estratégia: Calcular o namero total de maneiras em que os chapéus possam estar
dispostos e retirar a quantidade referente ao item a.
Solucao:

. . ST 4 ! :
O total de maneiras em que os chapéus estdo dispostos é dado por ™ assim a
solugao procurada sera:

n!—[A; UA,| =nl— (2n—-3)(n— 2).

Neste texto estamos interessados em obter uma forma alternativa para o Prin-
cipio da Inclusao e Exclusao, que seré utilizada para calcular a cardinalidade do com-
plementar da unido. O item b acima é um exemplo de problema no qual podemos uti-

lizar a forma alternativa do Principio da Inclusao e Exclusao que discutiremos a seguir.

12. UMA FORMA ALTERNATIVA PARA O PRINCIPIO DA
INCLUSAO E EXCLUSAO

Se Ay, 4,, ..., 4,, sdo n subconjuntos de um conjunto 4, desejamos contar o na-

mero de elementos do conjunto (4, U4, U A3 U ..U 4,)° constituido pelos elementos

de A que nao pertencem a nenhum dos n conjuntos 44, 4, ..., 4,,. Claramente:
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(A, UA, UA3 U ..UA,) | = |A| - |A; UA, UA3 U ..UA4,|.

Utilizando o Principio da Inclusao e Exclusao, concluimos:

(AU A, U ..U Ap)E| = |4] - Z |4, | + Z |4, Ay | =+

1Si15n 15i1<i25n

+(—D"A; NA, N ...N Al

Provamos assim o seguinte teorema:
1.2.1. Teorema (Forma alternativa para o Principio da Inclusao e Exclusdo):
Se Ay, A, ..., A, sdo n subconjuntos de um conjunto 4, entdo:

(AL U 4, U .. UA)E| = 4] - Z lA; | + Z 4, N A |+

1<iy<n 1<i;<izs<n

+(-D"*A; N A, N ...N Ayl

No préximo exemplo utilizaremos a notacdo |x] para indicar o maior inteiro

menor do que ou igual ao real x. Exemplos:

[3,1] =3
[5] =5
] = 3.

Exemplo 1.2.2 Dado um nimero inteiro m e sendo p,, P, ..., 2, ndmeros me-
nores ou iguais a m e primos entre si, encontrar a quantidade de inteiros positivos

menores ou iguais a m que ndo sdo divisiveis por nenhum dos nameros py, s, ..., B,

Estratégia: Dos nimeros inteiros de 1 até m vamos retirar todos aqueles que
sdo divisiveis por p, ou p, ou, ..., ou p, e assim teremos todos aqueles que ndo sao divi-

siveis por nenhum destes ntimeros.
Definimos:
e A={123,..,m}
e A; ={x € A|x édivisivel por p;}
o A, ={x € Alx édivisivel por p,}

e A;={x € A|x édivisivel por
3 por ps

e A, ={x€A|x édivisivel por p,}.
T p pT‘

Portanto a solugao do nosso problema sera dada por:
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|4, ua0.ua) | =1Al= > A+ D A, N AL = (DAL N A2 N N AL,

1<i;<n 1<iy<iz<n

Vejamos a cardinalidade de cada termo:

e |Al=m
ol = |2
e A, n4y| = lp:;izj

m
o |4, NnA;, N4, = l—pilpizpigj

e |4 N4, N..NA4,]= [plprz"___prj.

Sendo assim:

(A4 UA, U ..UA)C| =m— Z L?i|+ Z L?'";.|_

151:1571 15i1<i25n

oot (=1)7 I—J
P1b2 - Pr

O Principio da Inclusao e Exclusdo pode ser utilizado para encontrar a quan-
tidade de primos ndo excedentes a determinado ntimero inteiro positivo. Vamos re-
solver o exemplo abaixo, para tanto utilizaremos o conhecido fato que um ntimero
inteiro composto é divisivel por um primo nao excedente a sua raiz quadrada. (Veja
proposicao 4.4 de [6]).

Exemplo 1.2.3. Encontrar a quantidade de ntimeros primos ndo excedentes a

100.

Estratégia: Pelo que foi mencionado acima temos que os ntimeros compostos
nao excedentes a 100 devem ter um fator primo ndo excedente a 10. Desta forma, pre-
cisamos encontrar a quantidade de niimeros inteiros positivos menores ou iguais a 100
e que ndo sdo divisiveis por nenhum dos primos 2,3,5,7, e somar trés a esta quantidade

(uma vez que o nimero 1 nao é primo e 2,3,5,7 também sdo primos).
Solucao:

Pelo exemplo anterior, a quantidade de nimeros que inteiros positivos meno-

res ou iguais a 100 e que ndo sdo divisiveis por nenhum dos primos 2,3,5,7 €:
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100 — [100J llOOJ llOOJ llOOJ llOOJ llOOJ llOOJ llOOJ [100
152 v e e v v

Desta forma ha 3 + 22 = 25 ndmeros primos ndo excedentes a100.

E interessante mencionar que podemos encontrar todos os niimeros primos
nao excedentes a determinado inteiro positivo n usando o conhecido Crivo de Erastos-
tenes criado pelo matematico grego de mesmo nome. O algoritmo consiste em listar
todos os nameros naturais de 2 até n, em seguida eliminam-se todos os inteiros com-
postos que sdo multiplos dos primos p tais que p < y/n. Assim os nimeros que sobra-
rem na lista sdo todos os primos entre 2 e n. Pelo exemplo acima, se desenvolvermos
este algoritmo, teremos 25 nameros primos os quais aparecem destacados na tabela

abaixo.

8 8 |9]10
16 [ 18 I 20
26 28 30
36 N 3339 40
46 [l 48 [ 49 50
56 |57 [ 58 il 60
66 il 68 [ 69 70
76|77 [ 78 | 80
86 (87| 88 il °0
o6 Il 28 [ 99 [100

1.3. AS PERMUTACOES CAOTICAS

:

Uma aplicacdo interessante da forma alternativa do Principio da Inclusao e
Exclusao se da na obtencao da quantidade de permutagdes cadticas.

Definicdo 1.3.1: Uma permutagdo de a,,a,, a3 ..., a, é dita cadtica quando ne-

nhum dos a;'s se encontra na posigdo original, isto é, na i-ésima posicdo.

Note que no contexto do Exemplo 1.1.4 teriamos uma permutagdo caodtica

quando todos os chapéus estao fora da posicdo original.

Vamos definir 4; como o conjunto de todas as permutacdes de a,, a,, a, ..., a,

tendo a; na posigdo correta. Assim, a fim de obter o nimero de permutagdes cadticas,
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basta calcular o complementar de 4, u 4, U ...u 4,, ou seja, devemos calcular o nimero

de elementos que nao pertencem a nenhum dos 4;'s.

Denotando por D,, o nimero de permutagdes cadticas a serem calculadas, te-

mos:

D, = |4, ua,u..u4)|

- Z [Ai, | + Z |Ai, NA,| =+ (DA NA; NA3 N .0 Ayl

1Si1£n 1Si1<i2£n

Claramente,

|Ai1| =(n—-1),paral <i; <n

|4, N4, |=(m—-2),paral <i; <i; <n

|4, N4, N4 |=(m—-3),paral <i; <i<iz<n

A, N4, NAsN..nA,l=1.

E, como existem,

n
. (1) termos em Z |Ai1|
1Si1Sn
n . .
. ()termosem Z |AllnA12

2

1Si1<i2Sn

* (7) termosem|A; N A; N A3 0.0 Al

concluimos
Dp=ni—(7) =D+ (5) -2 = (3) (n =)+ -+ (-1

Fazendo as simplificacdes,

n!' n! n! n!
D,=nl——4+———4+ -+ (D"

11 21 31 n’

Finalmente colocando n! em evidéncia obtemos que o niimero de permutacdes

caodticas de n elementos é dado por
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1 1 1 1 1
D, =n! (H_E-'_ z—§+...+(—1)"n—).

Exemplo 1.3.2 (Enem adaptada / Prova cancelada 2009 / Questao 79): Em um
concurso realizado em uma lanchonete, apresentavam-se ao consumidor quatro cartas
voltadas para baixo, em ordem aleatodria, diferenciadas pelos algarismos 0,1, 2 e 5. O
consumidor selecionava uma nova ordem ainda com as cartas voltadas para baixo.
Ao desvira-las, verificava-se quais delas continham o algarismo na posicdo correta
do ntimero 12,50 que era o valor, em reais, do trio-promogao. Para cada algarismo na
posicao acertada, ganhava-se um real de desconto. Por exemplo, se a segunda carta da
sequéncia escolhida pelo consumidor fosse 2 e a terceira fosse 5, ele ganharia dois reais
de desconto. Determine o ntiimero de sequéncias que podem ser formadas de modo
que o consumidor ndo ganhe nenhum desconto.

Estratégia: Usar a féormula de permutagdo cadtica, pois a situagdo problema
acima contextualizada é uma clara aplicagdo da mesma.

Solucao:

Devemos determinar o ntimero de permutagdes de quatro objetos onde ne-
nhum deles ocupe a posicado original.

Assim:

o 1 1 1 1 _
D4—4.(1—E+ 5—54'5)—9.

Por se tratar de um ntimero pequeno de possibilidades vamos listar, a titulo de
curiosidade, as sequéncias calculadas acima:

0125 2015 5012
0512 2105 5021
0521 2501 5102

Exemplo 1.3.3 Uma professora distribui nove livros diferentes para nove
criancas. Um més depois recolhe os livros e, novamente, distribui um livro para cada
crianca. De quantas maneiras os livros podem ser distribuidos de modo que somente
trés criancas recebam o mesmo livro desta vez?

Estratégia: Primeiramente devemos escolher as trés criancas que vao receber

o mesmo livro. Depois utilizar a férmula de permutacdo caédtica de 6 elementos para
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verificar o nimero de possibilidades onde nenhum dos elementos estard na posigao

original.
. (9) maneiras para escolher os alunos que vao ficar com o mesmo livro.
3

* D¢ modos para determinar o nimero de permutacdes onde nenhum dos
seis livros volte para seu antigo dono.

Assim a solucao do problema é:

(9).6!(1—i+ l—l+i—i).

3 21 3! 4! 5! 6!
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Neste capitulo, vamos enunciar e demonstrar os dois lemas de Kaplansky,
sendo que o segundo deles sera fundamental na solugdo do problema de

Lucas.

2.1 PRIMEIRO LEMA DE KAPLANSKY

O Primeiro Lema de Kaplansky nos fornecera o nimero F(n,p) de subcon-
juntos de p elementos de {1,2,3, ..., n} nos quais ndao ha ntiimeros consecutivos. Vamos

analisar um exemplo antes da demonstragao.

Exemplo 2.1.1 Dados A = {1,2,3,4,5} de quantos modos é possivel formar um
subconjunto de dois elementos nos quais ndo haja nameros consecutivos?

Solucao:

Neste problema podemos ter apenas subconjuntos de dois algarismos néo con-

secutivos. Como o exemplo tem poucas possibilidades podemos enumerar os casos:

(9)6'(1 1+1 1+1 1)
3/ 2! 3! 4! 51 6!/

Assim
F(5,2) = 6.

Entretanto, desejamos uma solu¢do combinatéria para este caso. Para isto, va-
mos marcar com o sinal (+) os elementos que fardo parte do subconjunto e com o sinal
(=) os nimeros que nao estardo no subconjunto em questdo. Podemos assim represen-
tar cada subconjunto de dois elementos como uma sequéncia de cinco simbolos sendo

2(+) e 3 (—). No nosso exemplo teremos as seguintes sequéncias:

{13+ —+ ——
{14+ ——+ —
{15} + —— —+
{24} - +—+ -
{25} —+——+
35}e——+ -+

O nosso objetivo é escolher dois nimeros ndo consecutivos que constituirdo

o subconjunto, entdo, na notagdo de sequéncia os sinais (+) correspondem a estes nu-

meros. Desta forma, basta fixar os sinais (-) e colocar entre eles ou apds 0s mesmos os
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dois sinais de (+). Nesta configuragdo existem quatro posi¢des entre os sinais (—) onde

o0s sinais (+) podem ser colocados:
(I e |
Portanto,

F(52)=(3) =6.

Teorema 2.1.2.(Primeiro Lema de Kaplansky): O nimero de subconjuntos de

p elementos de {1,2,3, ..., n} nos quais ndo ha nameros consecutivos é

F(n,p)=(n_z+1>,n2p20

Demonstragao: Queremos formar subconjuntos de p elementos ndo consecu-
tivos. De maneira andloga ao exemplo anterior, vamos representar os elementos desse
subconjunto com o sinal (+). Desta forma teremos (n — p) elementos que representare-
mos com o simbolo (-), que serdo os nimeros que nado estardo no subconjunto. Entre os
sinais (—) vao existir (n —p + 1) espacos vazios disponiveis. Desta forma basta escolher

entre os (n —p + 1) espagos vazios aqueles que serdo ocupados pelos p sinais (+). Logo,

n—p+1)

Foup) = ( ;

Exemplo 2.1.3 Jodo e Maria vao sentar-se na mesma fila de cinema. A fila tem
8 cadeiras, todas vazias. Como nao querem sentar-se em cadeiras vizinhas, de quantas
maneiras poderdo sentar-se?

Estratégia: Utilizar o Primeiro Lema de Kaplansky para obter o niimero F(82)

de escolhas das duas cadeiras ndo consecutivas que Jodo e Maria vao se sentar. Uma
vez escolhidas as duas cadeiras a serem ocupadas devemos contar o ntiimero de ma-

neiras de designar qual sera a de Jodo e qual serd a de Maria.

Solucao:

Fe2) = (%" g = (;) —21.

Temos 2! maneiras de permutar Jodao e Maria e assim a solugdo para este pro-

blema é
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F(8,2).2! = 21.2 = 42.

Exemplo 2.1.4 (OBM 2010) Diamantino gosta de jogar futebol, mas se jogar
dois dias seguidos ele fica com dores musculares. De quantas maneiras Diamantino
pode escolher em quais de dez dias seguidos ele vai jogar bola sem ter dores muscula-

res? Uma maneira é ndo jogar futebol em nenhum dos dias.
Solucao:

Note que Diamantino pode jogar futebol no maximo 5 vezes; caso contrario ele
necessariamente joga dois dias seguidos. Vamos supor que Diamantino joga futebol
em p dias. Entdo os p dias em que ele joga devem ser imediatamente seguidos por dias
em que ele ndo joga. Desta forma basta de um conjunto de dez dias possiveis formar

subconjunto de p elementos ndo consecutivos, ou seja:

10—p+1>

F(10,p)=( »

Como Diamantino pode jogar no maximo apenas 5 vezes temos que 0 < p = 5

. Assim teremos as seguintes possibilidades:

[11—0J [11—1] (11—2] (11—3} (11—4) (11—5]

+ + + + + =1+10+36+56+35+6 =144,
0 1 2 3 4 5

2.2. SEGUNDO LEMA DE KAPLANSKY

Determinamos agora o niumero & (n,p) de subconjuntos de p elementos (aqui
denotados simplesmente por p-subconjuntos) de {1,..n} nos quais ndo ha nameros

consecutivos e, além disso, 1 e n sdo considerados como consecutivos.

Teorema 2.2.1 (Segundo Lema de Kaplansky): O niimero de p-subconjuntos
de {12, ...,n} nos quais ndo ha nameros consecutivos, considerando 1 e n como conse-

cutivos, é igual a

G(n'p)=nfp(n;p>'

Demonstracao:

Suponhamos agora que os elementos de {1,2, ..., n} estejam arrumados em um

circulo como mostra a figura abaixo:
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Estratégia: A quantidade total de subconjuntos sera a soma da quantidade de
subconjuntos nos quais o ‘1" figura somada com a quantidade de subconjuntos nos
quais o ‘1" ndo figura.

Caso 1: Subconjuntos nos quais o elemento ‘1" figura. Para fazé-lo, devemos
escolher p — 1 elementos em {3,4 ...,n — 1} (pois o 1 ja esta presente e 0 2" e 0 'n’ ndo
podem ser escolhidos pois sdo consecutivos del), portanto, pelo Primeiro Lema de

Kaplansky, o nimero de modos que isso pode ser feito é

F(n—3,p—1)=(n_3_p(le)+1)=(n;le).

Caso 2: Subconjuntos nos quais o ‘1’ ndo figura. Para fazé-lo devemos escolher

{2,3,.

P elementos de -1} n3o podendo ser escolhidos elementos consecutivos. Pelo

Primeiro Lema de Kaplansky, o nimero de maneiras que isto pode ser feito é

F(n_l’p)=<n—1;p+1)=(n;p).
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Portanto G (n,p) é dado por

(n—p—1)+(n—p)_ (n—p—1)! (n-p) (—-p—-D!p+m-p)
p—1 p /  (@-Din-2p)! p!(n—2p) p! (n - 2p)!

B p+(n—p) (—-p-—1ln

_(n_p+1)!p!(n—2p)!_ p!(n — 2p)!

_n (n—p)!

“n—p pl(n-2p)!

. n (m-p

_n—p'( P )

Assim

G(n,p) :nﬁp.(n;p).

Exemplo 2.2.2 Jodo pretende jogar futebol trés vezes por semana, mas para
melhorar seu desempenho ele ndo pretende praticar o esporte em dias consecutivos.
De quantas maneiras Joao pode escolher os dias de aula, sendo sdbado e domingo con-
siderados dias consecutivos?

Estratégia: Devemos utilizar o Segundo Lema de Kaplansky neste exemplo,
pois Jodo precisa escolher trés dias ndo consecutivos entre os sete dias da semana, sen-

do que o primeiro dia domingo é considerado consecutivo do sabado.
Solucao:

6(7.3) = — (7_3)—74—7
ST 7-3 4T

Exemplo 2.2.3 Pedro levou 5 alunos para uma excursao. Na hora do lanche os
alunos devem se sentar em uma mesa circular contendo 15 cadeiras. De quantos mo-
dos isso pode ser feito de modo que nado haja ocupagdo simultanea de duas cadeiras
vizinhas?

Estratégia: Utilizar o Segundo Lema de Kaplansky para obter o nimero G (15,5)
de escolhas das cinco cadeiras ndo consecutivas que os alunos vao se sentar. Uma vez

escolhidas as cinco cadeiras a serem ocupadas devemos designé-las para cada aluno.

Solucao:

G(15,5) =

15 (15_5)—3252—378
5 ) 2 B

15-5
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Temos 5! maneiras de permutar as cadeiras escolhidas entre os alunos, e assim

a solucdo para este problema é

5!G(15,5) = 120.378 = 45360.
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este capitulo, estamos interessados em apresentar a solugao para o Pro-
blema de Lucas. Para tanto vamos abordar primeiramente um tépico

sobre Permutagdes Circulares e como motivagao resolver um problema parecido.

3.1. PERMUTACOES CIRCULARES

Defini-se como permutacdo circular a permutac¢do de n objetos distintos em n
lugares equiespacados em torno de um circulo, considerando equivalentes as disposi-

¢des que possam coincidir por rotagdo.

Teorema 3.1.1 O nimero de Permutacdes Circulares de n objetos é dado por:
(PC)p, =(n—1.

Antes da demonstracao, vamos analisar a permutacdo de trés objetos distintos
em torno de um circulo.

3 ?
Q EQ

2 3
Q EQ

Nota-se, que tanto na primeira linha como na segunda, qualquer uma das trés

1
EQ

1
SQZ

figuras pode ser obtida a partir da outra por uma simples rotacdo. Contudo nenhuma
das trés primeiras podem ser obtidas, por rotacdo, a partir de nenhuma das trés tlti-
mas, logo existem apenas duas permutacdes circulares de trés objetos. Observe que
nas trés primeiras figuras considerando o sentido horario, 1 precede o 2 que precede
0 3 que procede o 1. Nas outras trés figuras temos que 1 precede o 3 que precede o 2

que procede o 1. Assim podemos dizer que nas permutacdes circulares o que importa

é apenas a posicdo relativa dos objetos entre si.
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Demonstragao Como foi visto no exemplo acima o que importa é a posicao
relativa dos objetos, se dispomos de n objetos para colocé-los em torno de um circulo

em exatamente n lugares, temos que:

* Ha 1 modo de colocar o primeiro objeto no circulo, pois em qualquer lugar que
seja colocado sera o tinico objeto no circulo.

* Depois de escolhida a posi¢do do primeiro objeto, basta ordenar os outros obje-
tos ao seu redor através de uma permutagao simples: (n — 1)! maneiras.

Dessa forma, temos:

PO, =1.(n—D!I=m-1L

3.2. PROBLEMA PARECIDO COM O PROBLEMA DE LUCAS

Nesta se¢do trabalharemos com um problema parecido com o de Lucas, porém
mais simples ja que ndo exigimos que as pessoas do mesmo sexo nado fiquem juntas,
mas apenas que o marido e a mulher de um mesmo casal nao fiquem juntos. Além dis-
so, se duas configuragdes diferem por uma permutacao circular, elas sdo consideradas
iguais.

Exemplo 3.2.1 De quantos modos 3 casais podem se sentar ao redor de uma
mesa circular de tal forma que o marido e a mulher nao fiquem juntos?

Estratégia: Vamos contar todas as possibilidades na qual podemos permutar
as seis pessoas em um circulo, e utilizando a Forma Alternativa para o Principio da
Inclusao e Exclusdo, vamos excluir todas aquelas permutagdes onde exista algum dos

casais juntos.
Solucao:

Sejam ¢, €4, €3, 0s trés casais. Para cada k = 1,2,3, defina 4; como sendo o con-
junto das permutagdes circulares das 6 pessoas nas quais os componentes do k-ésimo
casal estejam juntos. Precisamos assim obter |(4, U 4, U 4;)¢|. Temos:

* Como4;, éo conjunto no qual os componentes de ¢;, estdo juntos, para ob-
ter a sua cardinalidade consideramos ¢; como um tnico elemento, e assim
procedemos a permutagdo circular dos 5 elementos formados pelo tnico
elemento ¢; mais as 4 pessoas que fazem parte dos demais casais. Note que
isto pode ser feito de 4! maneiras. Finalmente consideramos as 2! permuta-

¢des dos componentes do casal ¢; entre si. Desta forma,

A, | = 2.41.
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« A; NA; é o conjunto no qual os componentes de ¢;, € ¢ estao juntos.
Como foi feito no caso anterior, para obter sua cardinalidade, vamos con-
siderar ¢;_e ¢; cada qual como um Gnico elemento e assim proceder a per-
mutagdo circular dos 4 elementos. Finalmente consideramos, para j = 1,2,

as 2! permutagdes dos componentes de cada casal €;; entre si. Desta forma:
|4, N A;,| =22.3L

+ A, NA; NA; é o conjunto no qual os componentes ¢y, c;e €3, estdo juntos.
Para obter sua cardinalidade, vamos considerar ¢y, ¢, e ¢; cada qual como
um Unico elemento e assim proceder a permutacdo circular dos 3 elemen-
tos. Finalmente consideramos, para i = 1,2,3, as 2! permutag¢des dos com-
ponentes do casal ¢; entre si. Desta forma:

|A1nA2 ﬂA3| =232'
) 3
Agora, como para k = 1,2,3, existem ( I.:) termos em

Z |4, N4, N .04,

10y <ip<--<igsn

e o nimero de permutagdes circulares de 6 pessoas é 5!, entdo usando a Forma

Alternativa do Principio da Inclusdo e Exclusdo temos:

3

(4,0 4, U A5)° =51 (3) 241+ () 2231 = (3

)2%.21=32
Note que o ponto chave da solucao acima estava na contagem da cardinalida-
de |f11,-1 N4, n..n A,-k|, para k = 1,2,3. A fim de resolvermos o caso geral, utilizare-

mos o seguinte lema:

Lema 3.2.2 Dados n casais ¢y, ¢,, ..., ¢,,, defina, para cada i = 1, ...,n, 4; como
sendo o conjunto das permutagdes circulares das 2n pessoas nas quais os componentes

do i-ésimo casal estdo juntos. Entdo, para cada k = 1, 2, ..., n, temos:
|4, N4, n..n4;, | =2F@n—-1-K)L

Demonstragao: Como 4;, N A4; N ..N A4; éo conjunto no qual os componentes
de cada casal ¢;;, com j=1,2,..., k, estdo juntos, entdo para para obter a sua cardina-

lidade consideramos cada um dos casais €;; COMO Um UNico elemento, e assim proce-

demos a permutacao circular dos 2n — k elementos formados por cada casal ¢;; Visto
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como um unico elemento mais as 2n — 2k pessoas que fazem parte dos demais ca-

sais. Note que isto pode ser feito de (2n — k — 1)! maneiras. Finalmente consideramos

as 2 possiveis permutacdes de cada um dos componentes do casal €;;

i entre s1, para

j=1,2,..,k Desta forma:

|4, N A, n N4y | =2¥@n—k - DL

Exemplo 3.2.3 De quantos modos n casais podem se sentar ao redor de uma

mesa circular de tal forma que o marido e a mulher nao fiquem juntos?

Estratégia: O problema sugerido é a generalizacdo do Exemplo 3.2.1, portan-
to devemos contar todas as possibilidades de permutacdes circulares das n pessoas e
utilizando a Forma Alternativa para o Principio da Inclusao e Exclusdo, vamos excluir

todas aquelas permutac¢des onde exista algum dos casais juntos.
Solucao:

Sejam ¢y, ¢,, €3, €4, .., €, 0s 1 casais. Para cada i = 1,2, ..., n defina 4; como sen-
do o conjunto das permutacdes circulares das n pessoas nos quais os componentes do

i-ésimo casal estejam juntos. Precisamos assim obter |[(4, U A, U ..U A4 )°|.

Assim, pelo Lema 3.4, temos
|4, n A, n..n 4, |=2F@n—-1-k), parak =12,..,n.
. . n
Além disso, para k = 1, ..., n, existem ( k) termos em,

|4, N4, n..n 4.

1Si1<i2<"'<ik5n

Finalmente, como o ntimero de permutagdes circulares de 2n pessoas é

(2n — 1)}, usando a Forma Alternativa do Principio da Inclusao e Exclusao temos

(A, U ..U A)¢| = (2n — 1! + Z (7) ~D*24(2n — 1~ k)L

1<k=n

3.3 PROBLEMA DE LUCAS

Nesta secdo resolveremos finalmente o Problema de Lucas.

Problema de Lucas: De quantas maneiras n casais podem sentar em 2n ca-

deiras diferentes em torno de um circulo de modo que pessoas do mesmo sexo nao se

sentem juntas e que nenhum homem fique ao lado de sua mulher?
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Solucao:

Vamos numerar os lugares de 1 até 2n:

1

2n-1

Como pessoas do mesmo sexo ndo podem se sentar juntas devemos colocar as
mulheres nas posicdes pares e os homens nas posicdes impares ou vice versa. Desta

forma podemos seguir a seguinte sequéncia:

* Escolhe-se a posicao par ou impar para os homens, isso seré feito de 2 mo-

dos.

* Uma vez determinado a posicao para cada sexo devemos colocar os ho-

mens nos lugares a eles reservados, isso sera feito de n! modos.

* Basta agora colocar as mulheres nos lugares restantes com a restricao de
que nenhuma delas se sente ao lado do seu marido. Vamos denotar como
U,, o nimero de maneiras de colocar n mulheres nos n lugares vazios, nao

permitindo a colocacdo de nenhuma mulher ao lado de seu marido.

Assim a solucdo para o Problema de Lucas seré
2n! U,

Para obtermos U,, consideramos os espagos vazios 1,2,..,m e os homens

Hy, H,,...,H, com a seguinte notacgao:
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H2

Seja M; a esposa de H;,1 =i < n. Definimos, paracadal <i<mn,
+ A = Conjunto das permutacdes das mulheres.

« A'; = Conjunto das permutacdes das mulheres em que M; ocupa o (i — 1)
-ésimo lugar (sendo 1 — 1 = n).
+ A; = Conjunto das permutacdes das mulheres em que M; ocupa o i-ésimo

lugar.

Como estamos interessados em determinar o niimero U, de maneiras de colo-
car n mulheres nos n lugares vazios, ndo permitindo a colocacao de nenhuma mulher
ao lado de seu marido, entdo temos claramente

Up=|(A,UA; UA',UA, U..UA, UAE|

Assim, 0 nosso problema estd em determinar a cardinalidade acima. Para ilus-

trar as idéias que serdo usadas vamos primeiramente determinar o caso n = 3.

Determinando U,: Neste caso, queremos determinar o nimero UJ; de manei-

ras de colocar as trés mulheres nas posicoes 1, 2, 3 abaixo, de tal modo que a mulher M;

nao fique ao lado de seu marido H;, paral < i < 3.
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H1

H3 H2

2

Utilizando as notag¢des definidas no caso geral, vemos que obter UJ; é equiva-
lente a determinar a cardinalidade de (A", UA; UA', U4, UA"; UA4;)° isto é:

U3 = |(A’1 UA]_ UAIZ UA2 UA’3 UA3)C|

A fim de aplicar a Forma Alternativa do Principio da Inclusao e Exclusao, no-

temos que:
|A] = 3! = 6.

Agora, paral =i < 3, temos:
|4l =141 =@B-1D! =2,
ja que a cardinalidade de cada um destes conjuntos é o nimero de permuta-
¢oes de trés elementos tendo um deles fixo.
Desta forma, considerando os seis conjuntos:
DA+ Y A =6.6- 1 =12
1<i<3 1<i<3

Precisamos agora obter a cardinalidade da intersecdo dos conjuntos envolvi-

dos (tomados dois a dois, trés a trés,...). Para facilitar o entendimento, vamos discrimi-

nar os conjuntos 4'; e A;, para 1 < i < 3, na seguinte tabela:
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Conjunto Mulher cuja posicao esta Posicao definida
definida
Ay M, 3
A, M, 1
A, M, 1
A, M, 2
Ay M, 2
Az M; 3

Observando o quadro vemos que:
e Como a mesma mulher ndo pode ocupar duas posicdes diferentes ao mes-
mo tempo, entao:

A’y NnAl =14, nAyl =14'35nAz| =0.

* Como duas mulheres diferentes ndo podem ocupar a mesma posigdo ao

mesmo tempo, entdo:
|4, N A'z| = |4, N A'3| = |43 n A4 | = 0.

Desta forma, chegamos a importante conclusdo que a interse¢ao de dois con-
. . . ¢ ¥ ¥ . 2
juntos consecutivos escolhidos dentre A"y, A;, A", A5, A'3,4; (considerando também 4,

e A", consecutivos) é sempre vazia.

Note que se dois conjuntos ndo sao consecutivos, entdo teremos em sua inter-
secdo dois elementos fixos e assim a cardinalidade de sua intersecao sera (3 — 2)! = 1.

Em outras palavras, temos que:

Ay NA,| = 1A N4 =[A1 N4 =1
A N Az =[A; N A3 = A nA4s] =1
A, nA's| = |A", N A3 = |4, N A3] = 1.

Observe que a quantidade dos conjuntos listados acima poderia ter sido calcula-

da pelo Segundo Lema de Kaplansky, j& que consiste na quantidade de 2-subconjuntos
de{1,2,...,6} (estabelecendoabijecdo A’, «» 1,4, & 2,4', & 3,4, © 4,4'; & 5,4; & 6)

nos quais ndo ha nameros consecutivos (considerando 1 e 6 como consecutivos):
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G(6,2) = 6‘%2(6 ; 2) —9.

Logo a soma das cardinalidades das interse¢des de dois conjuntos escolhidos
dentre A"y, A4y, A" ,A;,A'5,A; é dada por:

G(6,22).11=9.1 = 9.

Do que foi discutido acima é claro que, se considerarmos agora a interse-
¢do de trés conjuntos, entdo teremos que a mesma serd ndo vazia apenas quando

nado tivermos nenhum deles consecutivos, isto é, apenas quando considerarmos as
& (ﬁ —3

G(6,3) =— 3 ) = 2 intersecoes

6—3
A, NA,NAS e A;NA,N A,

Como em ambos os casos as trés mulheres estdo fixas temos que:
|A’1 ﬂA'Z ﬂA'3| = |A1 ﬂAZ ﬂA3| = 1

Logo, a soma das cardinalidades das intersecdes de trés conjuntos escolhidos
dentre A"y, Ay, A" ,A;,A'5,A; é dada por:

G(63).1=21=2.

Finalmente, se consideramos as intersecdes de mais que trés conjuntos esco-
lhidos dentre 4'y,4,, 4", 4,, A'3,45, entdo teremos obviamente que a cardinalidade da
intersecdo é nula, ja que teremos necessariamente pelo menos dois conjuntos conse-
cutivos. Portanto, utilizando a Forma Alternativa do Principio da Inclusao e Exclusao,

temos:

Us=|(A,UA UA,UA UA ;U A | =31-6.214G(6,2).1! - G(6,3).0! = 1.

Note que, de fato,

Mz

H3 H2

1
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€ a tnica permutagdo em que cada mulher ndo estd sentada junto com seu
marido.

Determinando U, : Vamos agora retornar ao caso geral. Estamos interessados
em achar a solugao para U,,. Vale lembrar que

Up=|(A,UA; UA',UA, U..UA, UAE|
Assim temos:

|A] = n!
Agora, para 1l < i =n, temos:

|4;] = 14| = (n = D)},
ja que a cardinalidade de cada um destes conjuntos é o nimero de permuta-
coes de n elementos tendo um deles fixo.

Desta forma,
Z 1A;] + Z |A"y| = 2n(n - D).

De maneira andloga ao exemplo anterior, uma vez que precisamos agora obter
a cardinalidade da intersecdo dos conjuntos envolvidos (tomados dois a dois, trés a
trés,...), vamos montar uma tabela relacionando os conjuntos A'; e 4, paral <i <n, a

mulher cuja posicdo estd definida e sua respectiva posicao.

Conjunto Mulher cuja posicao esta Posicao definida
definida

A M, n
A, M, 1
A', M, 1
A, M, 2
Al M, 2

Ay My n—2

Ap-1 My n—1
A, M, n—1
Ap M, n
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Vamos agora determinar a cardinalidade da intersecao dos conjuntos envolvi-
dos (tomados dois a dois, trés a trés,...). No caso geral, analogamente ao que ocorreu
no caso . = 3, temos que a interse¢ao de dois conjuntos consecutivos escolhidos dentre
AL ALA g Ags e A LA, (considerando também 4,, e A'; consecutivos) é sempre vazia,

pois:

* A mesma mulher ndo pode ocupar duas posi¢cdes diferentes ao mesmo

tempo e assim:
|A,i N All = 0.

* Duas mulheres diferentes nao podem ocupar a mesma posi¢do ao mesmo

tempo e assim:
|A;n A1 = 0.

Desta forma, para cada k = 2,3, ...,2n, podemos nos ater apenas a cardinali-
dade da intersecdo de k conjuntos escolhidos dentre A", 4,, A’ Az AT LA, (consi-
derando também A4, e A", consecutivos) e satisfazendo a condi¢gdo que nenhum dos
conjuntos considerados na intersecdo sejam consecutivos. Note que, neste caso, pelo
Segundo Lema de Kaplansky, temos que o niimero de intersecdes a serem considera-
das é dada por

G(2n, k) =2nz—fk(2”k_ “,

e a cardinalidade da interse¢do de k conjuntos é dada por (n —k)!, k=2, ...,m.

Observe que se consideramos as intersecdes de mais que n conjuntos escolhi-
dos dentre 4'y,4,, 4" ,4,, .., 4" ,A,, ouseja,com k =n + 1,...,2n, teremos obviamente
que a cardinalidade da intersecdo é nula, ja que teremos necessariamente pelo menos

dois conjuntos consecutivos.

Logo a soma das cardinalidades da intersecao de k conjuntos escolhidos den-
tre A';,4,,A" , Ay, ., A", A, é dada por:

2n on—k
Y — ) =
G(2n,k).(n —k)! > k( I ).(n k), k=2,..,n

Utilizando a Forma Alternativa do Principio da Inclusdo e Exclusao temos:
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Up=|(A,UA; UA',UA, U ..UA, UA,"|

=n!—-2n(n— 1)+ 2n (an— 2) m=2)'= +(=D" 2n (Zn_n) (n—n)l.

2n—2 2n—-n n

E assim:

U, = Z (—1)k2112—fk(znk_ V-

o<k<

Desta forma, a solugado para o Problema de Lucas é dada por

201U, = 2n! Z (—1)’<2—"(2” IR0

2n—k k
osksn

Vamos utilizar o resultado em alguns casos particulares:

Para n = 1, é obvio que o resultado serd nulo, pois necessariamente o marido

estara do lado de sua esposa.

Vamos entao aplicar o resultado paran = 2:

0<k=2
Para k = 0:
+[(*5 ") @0y =s
Para k = 1:
4. [—ﬁ(‘* T 1) 2- 1)!] — 16
Para k = 2:

4. [4472(4;2) @2 - 2)!] -8

Dessa forma para n = 2, o a resposta para o problema de Lucas sera:
8—16+8=0.

Note que o resultado ja era esperado, uma vez que ao exigir que pessoas do
mesmo sexo ndo se sentem juntas, teremos necessariamente que o marido estard ao

lado de sua esposa.
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Vamos entdo aplicar o resultado para n =3. Como vimos U; =1 e assim a

resposta para o problema de Lucas sera:

23LU; =23!'.1=12

De maneira andloga ao caso acima podemos achar a solugdo para o Problema
de Lucas ( que denominaremos “ntmeros de Lucas”) de acordo com o ntiimero de ca-
sais. Veja a tabela abaixo:

Numero de casais Numero de Lucas
1 0
0
12
96
3120
115200
5836320

~N| O O M WO DN
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Na realizacao deste trabalho, tive oportunidade de aprimorar meus co-
nhecimentos em andlise combinatdria, bem como aplicar alguns dos as-

suntos estudados na minha pratica docente.

Afim de demonstrar o problema de Lucas, varios assuntos relevantes foram
tratados, entre eles se destacam o Principio da Inclusao e Exclusao que determina a car-
dinalidade da unido de um ntmero finito de conjuntos finitos, bem como sua Forma
Alternativa que determina a cardinalidade do complementar desta unido. Algumas
de suas aplicagdes como o Crivo de Erastostenes e as Permutacdes Cadticas também

trouxeram um grande aprendizado.

E interessante que, durante a elaboracao desta monografia, em diversos mo-
mentos na minha pratica docente tive contato com vérios problemas cuja solucdo uti-
lizava as idéias presentes nos Lemas de Kaplansky. Tal fato ocorreu na resolucao de
uma lista de exercicios das Olimpiadas de Matematica para alguns alunos onde, para
determinar a solucdo de alguns problemas, pude utilizar os Lemas de Kaplansky e
suas idéias. Desta forma, além de sua importancia para a solu¢do do Problema de Lu-
cas, os lemas foram determinantes para que eu desenvolvesse o raciocinio combinaté-
rio na solugado de problemas.

Vale mencionar que, além de desenvolver varias habilidades na resolucao de
problemas, este trabalho permitiu um grande aperfeicoamento na maneira correta de
se escrever matemadtica, pois através das diversas demonstracdes apresentadas, tive

contato com a matematica dedutiva que exigiu a utilizacdo de uma linguagem formal.

Desta forma, a solucdo do Problema de Lucas me proporcionou os mais diver-

sos aprendizados, fundamentais na minha pratica docente diaria, ampliando de forma

consideravel a minha visao para resolucdao dos problemas combinatdrios.
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