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Prefacio

Sobre o Livro

Neste livro é feita a apresentacao e demonstragao de alguns teoremas
do tipo Minimax, quem tem provado ser grandes ferramentas da
matematica atual, entre eles temos, o teorema do ponto de sela, teorema
do passo da montanha, e por fim uma generalizagdo do passo da

montanha, em que sdo aplicagoes do grau topoldgico.
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Capitulo 1

Teoremas de Deformacao

1.1 Calculo Diferencial em espaco de

Banach

Definicao 1 Sejam E e F espagos de Banach e U um aberto em E.
Dizemos que uma aplica¢ao ¢ : U — F é Fréchet-diferencidvel no ponto

xg € U se existe um operador linear continuo A : E — F tal que
U(zo 4+ h) = ¥(x) + A(h) + r(zo, h),

para todo h, tal que o+ h pertence a uma bola aberta centrada em xy, e

contida em U, onde r(xo, h) = o(||h|)), isto é:

lim ————— =
o ||A|

Neste caso A é chamada de derivada de Fréchet de 1) em xqy, a derivada

de Fréchet no ponto xy, quando existe, € tinica, denotamos por '(x).

Definicao 2 Se B € um aberto de um espaco de Banach X, dizemos

que Y € de classe C* em B, ou que v € C*(B,R) quando a derivada de



Fréchet de v existe em todo x € B e a aplicacao V' : B — X' é continua.

Onde X' denotard o dual de X.

Definicao 3 Dado um espago de Banach X e um funcional ¢ : X — R,
dizemos que ¥ possui derivada de Gateaur mo ponto u € X quando

existem um funcional linear Ty € X' tal que

lim P(u+tv) —P(u) — Tyv
t—0 t

=0, paratodo v e X.

Definicao 4 Um campo pseudo-gradiente para ¢ € C*(X,R) ¢é uma

aplicacdo localmente lipshitziana, V :Y — X, onde,

Y = {ueX | ¢/(u) £0}, (1)
satisfazendo as sequintes condigdes:
1) V(@) <2([¢' ()]
2) ¢'(u).V(u) 2 [[¢/(u)|?
( Veja a definigiao de ¢'(u), em 1)

Lema 1 Sob as hipdteses da defini¢do acima, existe um campo pseudo-

gradiente V' para v em Y.

Demonstragdo: Dado u € Y, temos ¢'(u) #0 e

[ ()| = sup { (¢ (u), w) : [lw]| = 1}.
Segue da defini¢ao de supremo que, dado

_ @)l
€= 3 >0,

existe w, € X com ||w,|| =1 e

(@' (w), wa) > [ (u)]| — €.
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Entao
2
(W () wa) > S (W)
Consideremos a fungdo v : Y — X dada por
3
v(w) = 3 [ ()] w.

e denotando v = v(u), temos

3
loll = 5 I () < 2|1 ()] - (1.2)
Por outro lado, vem
3
(W' (), v) = 5 19 (W)l (&' (u), wa)
dai
/ 3 / 2 /
(W' u),0) > S I ()l 3 1 W
logo,

(W' (), 0) > [l (w)]*-

Como v’ é continua, existe uma vizinhanca aberta N, de v em Y tal
que

loll <2¢'(w)ll, ¥V w e N, (1.3)

(W' (w),0) > [¢/(@)|* ¥ we N, (1.4)

Desde que a familia {N,,u € Y} é uma cobertura aberta de Y, como Y é
métrico, logo, é paracompacto, (ver [5]), podemos refinar a cobertura N,
por uma cobertura aberta localmente finita, em outras palavras, existe

um refinamento localmente finito N,,; de Y. No que segue, considerando

pi(u) = dist (u, (Ny,)°), Yuey,

Vi) =Y %” Vuey (1.5)

3
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onde

3
o= 5 1w

Sendo N,, localmente finita, dai, cada u € Y, s6 pertence apenas a
um ndmero finito de N,,. Logo as somas definidas em (1.5) sao finitas,
pois p; se anula fora de N,,,. Assim V(u) é uma combinacao convexa dos

vetores v}.s, que verificam

lill <2[1¥'(@)]l, ¥ u€ N,

W' (w),vi) > @' @), ¥ ue N,

Logo, dado u € Y, vem

 pi(w) P (1)
Z,M>‘mmw““ﬁgwﬁ
implicando
pr(u) v pn(u)
[V(w)l < S (@) [Joa] + - +7ZJ_1P( )|| Unl| -
Portanto

[V (u H<ZZ ”( )Ilvlll ST sz ) [l -

Sendo as somas acima finitas para cada u, segue que

IVl < 2¢' (W)

2
(@' (u), V(u) = [ (w)||”-
Vamos mostrar agora que, V' é localmente Lipschitziana, para isso, basta

mostrarmos que a parcela

pi(u)
E; 1:01()

4
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é localmente Lipschitziana. Note que para cada i, ||v;|| é constante, vamos
mostrar que no caso de duas parcelas a fungao
pi(u)
g(u) =
p1(u) + pa(u)
é localmente Lipschitziana. Para tanto, Considerando z arbitrario tal
que u,v € U,, temos

) )
g(u) 9( ) pl(u) + pQ(U) pl(v) + /)2(7))7

de onde segue

pr()p1(v) + pr(w)pa(v) — pr(w)pr(v) = pr(v)pa(u)

g(u) = g(v) = -
onde
a = [pi(u) + pa(u)] . [pr(v) + pa(v)].-
Entdio

g(u) — 9(1)) — pl(u)pQ(v) - P1(U)p2(u) .

Assim, somando e subtraindo p;(v)pa(v) no numerador da fragao acima,

obtemos

PL(V) [pa(v) = pa(w)]

g(u) —g(v) = " + "
e ainda
00) — 9(0)] < 2 1) — a0 + 2 ) — o).

Ora, sendo py, p2 fungoes Lipschitzianas, temos que existem, Ky, Ky > 0

tais que
lp1(u) = pr(0)] < Ky flu—wll e |pa(v) = pa(u)] < Ky flu—wvl|.

Portanto

v v
Pov) g llu — vl + i) g, llu — o]

l9(u) — ()] < 22 5

t



Desde que p;(u) + p2(u) > 0, existe a > 0 tal que p1(u) + pa(u) > a >

0, como p1, p2, s@o fungdes continuas, logo existe uma vizinhanca U, de

u tal que
p1(v) + pa(v) >a YveU,.
Com isso
1 1
o) = g0)| < K lu— ol + K Ju— o]
pois,
pnv) pv)
p1(v) + p2(v) p1(v) + p2(v)
Logo

1
[g(u) — g(v)] < o (K + Ks) lu—v|, YuvelV,.

Mostrando assim que g é localmente lipschitziana. Concluindo assim que

V' é um campo vetorial pseudo-gradiente para ¢ em Y. ]

Definicao 5 Seja ¢ : X — R um funcional de classe C' num espaco
de Banach X . Dizemos que ¢ € R é um valor critico de v se ¥(u) =c
para algum ponto critico u € X. O conjunto de todos os pontos criticos

no nivel ¢ serd designado por K. , isto é,

K.={ue X |¢'(u)=0, ¢¥(u) =c}. (1.6)

Também, designamos por ¥° o conjunto de todos os pontos u, em

niveis menores ou iguais a c, isto ¢,

¥ = {ue X | ) <. (1.7)



1.2 Os Teoremas de Deformacao

Um ingrediente fundamental para os métodos topoldgicos que
consideraremos é o chamado Teorema de Deformagao. A grosso modo,
ele nos diz quando e como podemos deformar um funcional no nivel )t

em ¥ nivel, para ¢; > ¢y ou ¢; < co.

Teorema 1 (Teorema de Deformacgdo): Seja v : X — R um
funcional de classe C* no Espaco de Banach X. Suponha que S C X,

ceER ee,d >0 sao tais que

, de
v/l > (19

para todo u € Y= ([c — 2¢, ¢ + 2€¢]) N Sas. Entao existe n € C([0,1] x
X, X) tal que, para todo uw € X et € [0,1], tem-se:

i) (0, u) =u,
i) n(t,u) =u seu & v~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]) N Sy,

iii) n(1,4°t< N S) C N Sy

Onde, dados um subconjunto S C X e d > 0, S5 designa a vizinhanca

fechada de S, definida por:
Ss ={ue X : dist(u,s) <0}.
Demonstragao: Consideremos os seguintes subconjuntos de X:

A= (Je — 26, ¢+ 2€]) N Sas

B=v"([c—e€c+e)NSs.



Pelo lema 1, existe um campo pseudo-gradiente V' para ¥ em Y, onde

Y={ueX: ¢ (u)+#0}.

Pela defini¢do do conjunto A, temos que, A C Y. De fato, por (1.8),
temos,

4
[/ ()] > 5 >0, Vue A

logo, ¢'(u) # 0, mostrando que A C Y. Considerando a aplicagio
p: X — R localmente lipschitziana definida por

B dist(u, A°)
 dist(u, A°) + dist(u, B)

p(u) (1.9)
e notemos que p estd bem definida. Veja, supondo por absurdo que
dist(u, X — A) + dist(u, B) = 0.
Entao existem, z, € (X — A) e v, € B, tais que
Zn = U, Uy —> U
Segue da defini¢ao de A, que

P(z) > c+2e ou Y(z,) < c— 2,

entao

Y(u) > c+2¢ ou ¥(u) <c— 2
Por outro lado, temos pela defini¢do de B, que
c—e<(v,) <c+e
passando o limite, vem
c—e<y(u)<c+e
Que é um absurdo. Portando p estd bem definida. Temos
pu)y=1 em B, p(u) =0 em Ac (1.10)
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e notemos ainda pela defini¢ao de p que,
0<p(u)<1 em X. (1.11)

Se f: X — X é uma aplicagdo definida por,

u _ el u) se u
flu) = V] V(u) €A (1.12)
flu)=0 se ue A° (1.13)

temos que f é localmente lipschitziana, (Ver Lema 2). Como || f(u)|| <1
para cada u € X, com isso, o problema de Cauchy, que denotamos por

(PO),
dw1
dt

possui uma unica solugdo, (Ver [1]), a qual denotaremos por w(t,u),

(t) = flwi(®)), wi(0) =u (1.14)

sendo definida para todo ¢ > 0. No que segue, considerando a aplicacao
n:[0,1] x X — X,

definida por

n(t,u) = w(dt,u). (1.15)

Assim
n(0,u) = w(0,u) = u (1.16)

isto ¢
n(0,u) =u quando ¢t =0 (1.17)

mostrando (i). Seja u € A° e defina w;(t) = u. Note que pela definigao

de f segue,
flwi(t)) = 0= wi(t) =0, pois f(wi(t)) = wi(t)

ou ainda, se u € A, tem-se f(u) = 0. Dali,

dw,

SR0) = (D), wi(0) = (118)



logo, pela unicidade da solugao do (PC), devemos ter,
wi(t) = w(t,u) = u, para quaisquer u € A t € [0,1],
e por consequéncia,
n(t,u) = u, Yu € A, Vt € [0,1].
O que mostra (ii). Agora, observe que para t > 0,
td
wltn) = w0.0) = [ 4 (ulrw)ir
o dr

assim,

oot w) — w(0, )| = H / " i)

e ainda, ,
leo(t, w) — w(0, )| < / I aw(r, )| dr

o que implica pela defini¢do de f,

< [Hleteml o
it ) =l < [ EE Y (w(r. ) d

leo(t, w) — ] < /

0 que mostra que se u € S, entao

t

dr =t (1.19)

w(t,u) C S5 ¥V t€l0,0]

isto é,
w(t,S)=n(t,S)CS; ¥V tel0,1]. (1.20)

Note também que para cada u € X fixado, a fungao ¢t — Y(w(t, u)) é

nao-crescente, pois,
d / /
Sl u) = ' (w(t, )0/ (4 )

—(w(t,u)) = (w(t, u).f(w(t,u))

10



—p(w(t, u)V(w(t, u))
[V (w(t, w))

e pela definigao de campo pseudo-gradiente temos,

— plawt, ). [ (w(t, w)
Vo) =& @2

d /
Zw(t w)) = ¢i(w(t,u)).

Sutu(t) <

Seja agora, u € (TN S) temos os dois casos.

Caso (a): Se ¢(w(f,u)) < ¢ —e Paraalgum £ € [0,6) tem-se

V(1)) = $(0(6,)) < (wlE ) < e o
pois, ¥(w(-,u)) é decrescente, donde segue,
w(d,u) € P
por outro lado de (1.19)
(s, w) = ull < 5.

assim,

w(d,u) € Ss

implicando que

w(d,u) € (N Ss)
segue da definigao de 7, que
n(1,u) € (V7N S5)

e portanto

n(L N S) C (v N Ss)

Caso (b): Note que V¢ € [0,d], temos

P(w(t,w)) < P(w(0,u)) = P(u) <c+e

11



o que implica
Plw(t,u)) <cte

Supondo que

w(t,u) € B=vy [c—ec+e)NS; Ve,

uma vez que

)

d
P(w(d,u)) —P(u) = A Z¥(w(t,w))dt,

ou seja
s

() = vl + [ Gt

seque da defini¢ao (4) e (1.21) que

9
vl < v =3 [ 1wt

De fato, lembrando que

IV (w(t, u)llx < 2[4 (w(t; w)lx

dai
Wt )y ol W)l
2[[" (w(t, u)llx — IV (w(t,w)llx
agora integrando de 0 a ¢, obtemos

P I w(t W)
o [V(w(tw)l
de (1.21) e pelo fato de p = 1 em B, temos

? [ (w(t, W)
o [V(w(tw)l

1 8
ar< =3 [ It a

)

%zﬁ(w(tu))dt < — dt,

0

portanto
5

gttt < = [ ) a

0
e ainda

S d

(1.22)

wlu) = o) + [ Lot < v -3 [ ),

0

12



o que mostra (1.22). Como querfamos demonstrar. De (1.8) e de
P(u) < ¢+ ¢, e usando (1.22), vem

%14 14
w(w(&u))gc—i-e—/o i.gdt:c-i-e—i.?%:c—e.

Portanto, em qualquer dos casos (a) ou (b), mostramos que

n(lu) =w(d,u) € (v°°NS;) se ue (PNS).

Mostrando (4ii). Isto encerra a demostragdo do Teorema 1 de

Deformacgao.

Lema 2 A fun¢ao [ da demonstracio do Teorema de Deformagdo 1, é

localmente Lipschitziana.

Demonstracao: Com efeito,

f) — fo) = 2Oy - Py

dai

e P IV V() - o) [V )] V()
flu) = §) V@IV o)

com isso, somando e subtraindo no numerador da fragdo acima,

p(u) |V (w)|| V(v) e p(u) ||V (v)]] V(v), obtemos
flu)=f(v) = é(llV(U)ll V() (p(v) = p(u)+p(w) [V ()| (V(v) = V(u)) +
p()V () (V)] = (V(@)]))-

onde

13



a= V@IVl

Logo,

(u) — f(v v) — plu p(w) v) —V(u
[[f(u) = f()]| < Ip(v) = p(u)] + V@l [V (v) = V()]

p(w) V(e
V)] [V (u) = V().

Sendo p e V localmente Lipschitzianas, existem K;, Ky > 0 e z
arbitrario tal que u,v € U, satisfazendo
p(u)

Hf(u) - f(U)” <K HU - UH + WK2 ||U — u||

p(u) o
NGO .

logo,

1) - F0)] < (m + Hé((?;))u K2) T

Usando a continuidade da fungdo p e V', podemos concluir que f é

localmente Lipschitziana.
]

Seja X um espago de Banach e ¢ : X — R um funcional de classe

o

Defini¢ao 6 Dizemos que (u,) C X, é uma sequéncia Palais-Smale-

(PS), no nivel ¢, denotada por (PS). quando

P(u,) = ¢ e Y(u,) — 0.

14



Defini¢ao 7 Dizemos que 9, verifica a condigdo de (PS), quando toda
sequéncia (PS). para c € R, admite uma subsequéncia que converge forte
em X, isto é,

P(u,) = c e ¥(u,) — 0,

existem (Up,) C (un) e ug € X tal que
Uy, — Uy em X.

Teorema 2 (Teorema de Deformacdo): Suponha que ) € C1(X,R)
satisfaz a condi¢io (PS). Se ¢ € R nao € um valor critico de i entdo,
para todo € suficientemente pequeno, existe n € C ([0,1] x X, X) tal que
(para qualquer u € X et €10,1]) :

i) 7(0,u) = u,

ii) n(t,u) =u se u & YpL([c — 2¢, ¢+ 2¢)),

i) (1, 40+) C e

Demonstragao: Uma vez que por hipdtese ¢ nao é valor critico de 1,

existem a, § > 0 tais que,
se u€ P! ([e— 2, ¢+ 2a]) = [[U/(u)] = B,
pois caso contrario, para quaisquer a, 5 > 0 existira
tap €Y7 (e — 20,c+2a]) com  ||¢ (uag)|| < B-
Considerando

a=%7 5=g € Un = Uay,Bn>

temos

1 1 1
- U et e W)l < -

3
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Dai
(un) — ¢ e P (u,) — 0,
quando n — oo.

Como 1) verifica a condi¢do (PS), existe uma subsequéncia (u,,) C
(up) tal que

Up,, — U
Desde que ¢ € C*(X, R), temos
U(tn,) —> Y(u) e ¥'(un,) — ¥'(u),
portanto, pela unicidade do limite segue
P(u)=c e P'(u) =0.

Logo, ¢ é um valor critico de v, contradizendo a hipdtese. Dai, usando

o Teorema 1 de Deformagao, com X = S, ¢ € (0,q] fixado e 6 = %7

concluimos a demonstragao do Teorema 2 de Deformagao.

16



Capitulo 2

Teorema de

Ambrosetti-Rabinowitz

2.1 Teorema do Passo da Montanha

Vamos agora apresentar uma primeira ilustra¢ao do método minimax,
a qual tem provado ser uma ferramenta poderosa na abordagem de muitos
problemas nao-lineares em equacoes diferenciais, o chamado Teorema do

Passo da Montanha de Ambrosetti ¢ Rabinowitz.

Teorema 3 (Teorema do Passo da Montanha): Seja X um
espago de Banach e seja ¢ € CYX,R) um funcional satisfazendo a
condi¢io de Palais-Smale (PS) [ ou (PS).]. Suponha que, se

eeX e 0<r<|e (2.1)
sao tais que
a = max {¢(0),¢(e)} < HilHlff »(u) = b, (2.2)
Entao
c = inf sup ¥(7(t)) (2.3)
YET yefo,1)

17



€ um wvalor critico de ¢ com ¢ > b. Onde
I'={y € C([0,1], X) tal que ¥(0) = 0,7(1) = e}
€ a classe de caminhos ligando 0 a e.

Demonstragao:
Seja
¢ = inf max ¥ (y(t)) (2.4)

~er tefo,1]

Afirmamos que ¢ estd bem definido. pois, sendo ¢ € CHX,R) e
~v € C([0,1], X), segue que ¥ oy é uma aplicagao continua, e sendo [0,1]
um conjunto compacto, temos que ¥ o~y possui em [0, 1], um méximo, e
por isso trocamos o supremo por maximo em (2.3) pois, como ([0, 1]) é

compacto em X, entao 1((¢)) também é compacto. Notemos que,
7([0,1]) N OB, # 0 (2.5)

para qualquer v € T, pois v(0) =0 e (1) =e e 0 <r < |e| por

hipétese. Portanto,

max ¢ (7(t)) > b = inf ¢, pois,

te[0,1]

pela definigdo de b, temos
b<yu), YVueX; |ul|=r

considerando a fungao

g:0.1] > R (2.6)

definida por,
t—g(t) = [y vt €[0,1] (2.7)

seque-se que g é continua, note que:
9(0) = [V (O) = lo]f =0, g(1) =[v@)[[ =Tllell >r  (28)

18



isto é, g(0) < r < g(1), entdo pelo teorema do valor intermedidrio existe
to em (0, 1) tal que,
g(to) = [ (ko) = -

logo existe ug = y(to) € X, tal que ||ug|| =7, assim, b < ¥(ug) e

P(uo) = ¥ (v(t)) < maxy(y(t))

te[0,1]

implicando que

b < max¥(y(t))

te[0,1]

sendo v € ' arbitrarios, temos

b < ¢ < maxv(y(t)).

t€[0,1]

Agora suponha que ¢ nao é um valor critico de ¥. Entao pelo Teorema

2 de Deformacgao, para,

(b—a)
2

0<e< , existe ne€ C([0,1] x X, X) (2.9)

tal que,
ii) n(t,u) = u se u ¢ P~ ([c — 2¢, ¢+ 2¢]),
iii) n(1,¢°) C e,

Agora, pela definicao de ¢, como um infimo sobre I', podemos escolher
um vy € I tal que,
¢ <max¥(y(t)) <c+e. (2.10)

te[0,1]
Counsidere o caminho 4(t) = n(1,~(¢)). Por (ii) e pelo fato que 2¢ < b—a,

segue-se que ¥ € I'; pois,
Y(0) =n(1,0) =0 e A(1) =n(l,e) =e (2.11)

uma vez que

$(0),%(e) < a<b—2e (2.12)

19



De (2.10) seque,
Yo(t) € vete (2.13)

De (iii) e (2.13) temos,

:}/O(t) = n(L’YO(t)) € 1/)0767 vt € [07 1]7

ou seja
Y(H(t) <c—e VL0, 1],

logo

max ¢(%(t)) < c—e,
e sendo

¢ = infmaxy(y(1)),
temos

< A < c—

¢ < maxd(Jo(t)) < c—e

entao

c<c—e.

Que é um absurdo. Portanto ¢ é um valor critico de . Isto encerra a

demonstragao do Teorema 3 do Passo da Montanha .

20



Capitulo 3

Teorema do Ponto de Sela

3.1 Alguns resultados do Grau topolégico

Apresentaremos aqui apenas alguns resultados do grau topoldgico
para usarmos na demonstragao do teorema seguinte, o leitor interessado

em mais resultados deverd ver em [3]

Definicao 8 Sejam f € C* (Q,IRY) e b ¢ f(9Q) U f(S). Definimos o
grau topologico de Brouwwer da aplica¢ao f em relagio a € no ponto b,
como sendo o numero inteiro
deg (f,,0) = > sgn(Js ()
z €f71({b})
onde sgn € a funcao sinal que € definida por
1, se t>0
sgn(t) = (3.1)
-1, se t<O.
A prova dos resultados a seguir pode ser vista em [3]. Aqui nosso
interesse é apenas usar alguns resultados do grau topolégico para provar o

teorema do ponto de sela, e o teorema to passo da montanha generalizado.
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Normalizacado. Se id : U — RY é a aplicacdo identidade, entdo
deg(id,U,b) =1 sebe U e deg(id,U,b) =0 seb¢ U (3.2)

Proposicao 1 (Dependéncia mna fronteira.) Sejam ¢, ¢ €

C(U,RY). Se v =¢ em OU, entdo deg(¢p,U,b) = deg(v), U, b)

Proposicao 2 (Existéncia de Solugcdo): Se deg(p,,b) # 0 entio,
existe xg € ) tal que

d(x9) = b

3.2 O Teorema do Ponto de Sela

Definigao 9 Se D € uma vizinhanca de 0 em X ; a classe de deformacao

de D em X que fiza 0D, denotada por ', e definida como seque

F:{hGC’(E,X); h(u) =u, YuedD}

Teorema 4 Seja X = V @ W um espago de Banach, com V # {0}
e dim(V) < oo, e seja ¢p € CH(X,R) uma aplicagdo satisfazendo a
condigao Palais-Smale-(PS). Se D é uma vizinhanga limitada de 0 em 'V

tal que

a =maxy < infip =b
naxy) < infy) =,

entao

—inf o
¢ = inf max ¢(h(u))

€ um valor critico de ¥ com ¢ > b.

22



Demonstragao: O primeiro passo da demonstragao é verificar que
RD)NW #£0

para todo h € I'. Com efeito, defina

P:X—V

com P(z) =z, onde x = z; + x5 com xy € V, isto é, P é a projegao de

X sobre V. Dessa forma

PheC(D,V)

Ph=Pu=u#0,
para todo u € 9D.

Com isso, uma vez que podemos Identificar V com o IRV, temos que
o Grau topoldgico de Brouwer deg (Ph, D,0), estd bem definido e pelas

propriedades do grau topoldgico, segue

deg (Ph,D,0) = deg (Id, D,0) = 1.

Dessa forma, existe ug € D tal que

P h(uo) = 07
isto é,
h(uo) € W7
dai concluimos que
R(D)NW # 0.

Agora, sendo
b= ixlevfw = inf {¢(w); we W}
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e h(ug) € W,
b < ¢ (h(uo))

de onde temos
b < o (h(uo)) < max 4 (h(u)
ueD
para todo h € I'. Portando, pela definicao de infimo, concluimos que
c>b
Vamos agora para a segunda parte da demonstragao do teorema. Para

isso, suponhamos por contradi¢do que ¢ ndo é um valor critico para .

Entao, pelo teorema de Deformacao segue que dado

b—a

O<e<

existe n com
neC([0,1] x X, X)
tal que
n(tu)=u se ud v ([c—2¢cH+2€),
para todo t € [0,1] e
n (1’ ,l/)c+5> C 1/}(;76-

Considerando agora, h € T" tal que

max ¢ (h(u)) < c+e

ueD
e definamos
h(u) =n(1,h(u)).
Sendo
2¢ < b—a,
ou seja,

a <b—2e
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temos que

U(u) < max )(u) = a,

u€dD

entao

P(u) <b—2e<c—2, VueoD,

e Portanto, temos
P(u) ¢ [c—2¢,c+2¢] VuedD,

ou seja,
u g ([c—2¢,¢c+2€) .

Pela definicao de 7,

h(u) =7 (1 h(u) = n(Lu) = u,
para todo u € 9D, donde concluimos que hel.E por fim,
¥ (h(u)) < max ¢ (h(u)) < c+e,
ueD

dai

0 (1, h(u)) = h(u) € 9=,
para todo u € D, isto é,
hu)) <c—e.
Iileaﬁx ) (h(u)) <c—c¢
Sendo
¢ <max ¢ (h(u)), VheT,

ueD

obtemos que,

¢ < max ¢ (ﬁ(u)) <c—g

u€D

o que é um absurdo. Provando assim que ¢ é um valor critico para .
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Capitulo 4

Uma Generalizacao do
Teorema do Passo da

Montanha

4.1 Teorema do Passo da Montanha

Generalizado

Teorema 5 Teorema do Passo da Montanha Generalizado:
Seja E =V @ X um espag¢o de Banach real, onde dimV < +oo.
Considere 1 € C1(E,R) um funcional satisfazendo a condigio de

Palais-Smale-(PS) e as sequintes condigoes :
e iy FExistem constantes o, p > 0 tais que
’l/)\aBpﬁX > a, €

e Uy Existe e € (0B1NX) e R > p tais que, se Q = {BpNV} &

{re; 0 <r < R}, entao
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g < 0.

Entao, 1 possui um valor critico ¢ > «, com

¢= inf max U (h(u)),

onde T' = {h € C(Q,E); h=id em 9Q}.

Demonstragao: Provaremos apenas que ¢ estd bem definido, pois é
onde se usa a teoria do grau, o restante é andloga do passo da montanha
normal. Note ¢ o h possui maximo em Q. Afirmacdo 1: Se h € T,

entao

h(Q)NOB,NX # 0, (4.1)
pois, se P denota a projegdo de E sobre V, entdo (1) é equivalente a
Ph(u) =0, |[|(id — P)h(u)|| = p (4.2)

para algum u € Q. Se v € @, entdo v = v+ re, onde v € BNV ¢

0 <r < R. defina
o(r,v) = (||(¢d — P)h(v + re)||, Ph(v + re)) .
Notando que ¢ € C(R x V;R x V), e sendo h = id para u € 9Q),

tem-se

¢(r,v) = ([(id = P)(v +re)|, P(v +re)) .

Organizado, temos
¢(r,v) = (Irl llell , v),

e como e € 0B; N X, obtemos

o(r,v) = (r,v), YueoQ,
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isto é, ¢ = id em 0Q. Em particular, de (¢2) temos ¢(r,v) # (p,0) para
u € dQ e (p,0) € Q. Veja, sendo 0 < p < R, temos que (p,0) ¢ 9Q, pois

se estivesse, deveriamos ter
p=0 ou p=R,

o que ndo acontece. Por outro lado, sendo 0 € BNV e 0 < p < R, daf
(p,0) € Q. Identificando R x V com RY, tem se que o grau de Brouwer

estd bem definido, e palas propriedades do grau topolégico obtemos

deg(¢, @, (p,0)) = deg(id, Q, (p,0)) = 1.

logo existe u € @ tal que ¢(u) = (p,0), ou seja

(I(zd = P)h(u)ll, Ph(u)) = (p,0),
0 que implica
Ph(u) =0, [|(id = P)h(u)[| = p (4.3)

mostrando assim a afirmagao 1. Pela afirmacao 1, temos que existe u € Q)
tal que h(u) € 0B,N X. Da condicdo (¢1), segue que ¥ (h(u)) > «, o

que implica
H = {mazx,.5{¢(h(u))} >« Vhel.}

ou seja o conjunto H é limitado inferiormente, logo existe um infimo
de H em R, isto é, ¢ estd bem definido. O restante da demonstracio é
analoga a do Teorema (3) do passo da montanha, usando o teorema de

Deformagao.
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Capitulo 5

Conclusao

Em suma, o leito que compreendeu bem todos os teoremas aqui
desenvolvidos, terd ferramentas poderosas para a caminhada em um
mundo nao linear, em equagoes elipticas nao lineares. Uma vez que tais
teorema do tipo Minimax, sdo de uma matemaéatica moderna, atual, que

ainda tem muito a ser feito.
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Teoremas do Tipo Minimax

Neste livro é feita a apresentacdo e demonstragao de alguns
teoremas do tipo Minimax, quem tem provado ser grandes
ferramentas da matematica atual, entre eles temos, o
teorema do ponto de sela, teorema do passo da montanha, e
por fim uma generalizacdo do passo da montanha, em que
sao aplicagdes do grau topologico.
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