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Prefacio

Sobre o Livro

Neste livro € feita uma introducdo para o estudo de equacdes elipticas
nio lineares, o qual sdo apresentados alguns resultados sobre espacos de Ba-
nach e Hilbert e introduzido o método variacional via Teorema de Ambrosetti-

Rabinowitz.
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Capitulo 1

Espacos Normados e Espacos de

Banach

1.1 Espacos Normados e Espacos de Banach

Neste capitulo serdo apresentados alguns resultados e defini¢des de funda-
mental importincia na Andlise Funcional. A principio, serdo vistos conceitos
como: defini¢do de espaco métrico completo, de espaco normado e espago de
Banach, e também alguns exemplos. Posteriormente, serdo abordadas algu-
mas propriedades dos Espacos métricos e definicdes de operadores lineares,
funcionais lineares e algumas peculiaridades dos mesmos assim como alguns
exemplos. Colocamos também a defini¢cdo de espago normado de operadores.

O espaco Dual.

Definicdo 1. Um espagco métrico X é completo se toda sequéncia de Cauchy

de X converge em X.

Definicdo 2. Um espaco normado X é um espago vetorial real com uma
norma definida sobre ele. Um espaco de Banach é um espagco normado

completo(completo na métrica induzida pela norma). Aqui uma norma num

1



Capitulo 1. Espagos Normados e Espacos de Banach

espago vetorial X ¢ uma funcdo |.| : X — R definida em X a valores reais ||x||

satisfazendo as seguintes propriedades:

N1) |||l > 0;

N2) x| =0 x=0;

N3) llax|l = laf. [|x/l;

N4) [lx + yll < [l + [Iyll; (Desigualdade Triangular)

Aqui x e y s@o vetores arbitrdrios em X e @ um escalar qualquer .

Uma norma em X define uma métrica d em X (defini¢do (5.1) do Apéndice)

que é dado por

d(x,y) = llx=yll. (1.1)

Com efeito

dx, )=llx-)=0c= x-y=0= x=y;

d(x, y) = |lx=yll > 0, o que verifica-se, pois uma norma é sempre

positiva para x # y;

dix, y) = llx =y = ID.¢ =0l = [ = 1. ly = xll = lly — 2l = d(y, x);

d(x, y) = llx =yl = llx =z +z =yl < llx = 2ll+lz = yll = d(x, 2)+d(z, );

e é chamado a métrica induzida pela norma.Iremos representar um espago
normado como sendo (X, ||.|[) ou simplesmente por X ao longo do trabalho.

Os espacos normados dos exemplos seguintes estdo definidos no Apéndice



1.1. Espagos Normados e Espacgos de Banach

1.1.1 Completeza do Espaco Euclidiano R”

Seja X = R", onde x = (¢1,&,....&,) €y = (1,12, ..., ) cOm a norma eucli-

diana definida por

" 172
I, = [Z |§_f|2] (1.2)

J=1

R" é um espaco de Banach com a norma ||x]|,.

Demonstragdo. Consideremos uma sequéncia arbitrdria de Cauchy (x,,) em
R” de modo que para cada m € N teremos x,, = (&™), ..., £") € R*. Como

(x,,) € de Cauchy, para todo € > 0 existe um n tal que

N 12
d(x,, x,) = [Z ’f(]m) _ ‘f_(,'r) 2] <€ (1.3)
=

com m, r > ng.

Elevando ao quadrado temos

@ -gr<e o JE-gr<VE o |g-g

Isto mostra que para cada j fixo, (1 < j < n), a sequéncia (.f;l),f;z), ) é

< €.

uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Logo é convergente pelo teorema
(5.1) do Apéndice, digamos, 55."’) — &; quando m — oo. Usando esses n

limites definimos x = (&1, ..., &,) assim temos que

(é:((")! ;m)’ . ,é_«flm)) N (é:l’fz; . an)

onde claramente x por ter n coordenadas pertencerd a R”. De (1.3) com r — oo

temos

d(x,,x) < € (1.4

com m > 1.



Capitulo 1. Espagos Normados e Espagos de Banach

Isso mostra que x € limite de (x,,) provando a completeza de R".

Portanto, R” é um espaco de Banach.

1.1.2 Completeza do espaco [?

O espago /7, com p fixoe 1 < p < 400, é completo com norma

I 1/p
llxll = (Z If,-l”]
J=1

Demonstragcdo. Seja (x,) um sequéncia arbitrdria de Cauchy no espaco 7,
onde x,, = (§§m), g”), ...). Entlo para cada € > 0 existe um 7, tal que para todo

m,n > n,

o 1/p
A, %,) = (Z G —f}'”|”) <e (1.5)
j=1

segue-se que para todo j = 1,2, ... temos

<e (1.6)

g - &

com m,n > n.
Escolhendo um j fixo. De (1.6) vemos que (5_(].1), §(.2) ,...) ¢ um sequéncia de
Cauchy de ntimeros reais. Logo, é convergente pelo teorema (5.1), digamos
que f;.m) — ¢&; quando m — oco. Usando esta infinidades de limites, definimos

x = (&1, &, ...) e mostraremos que x € I” e x,, — x.

De (1.5) temos para todo m,n > ny



1.1. Espagos Normados e Espagos de Banach

P
< €’

k
2l -¢
J=1
comk=1,2,..

Considerando n — oo , obtemos para m > ng

k
(m) r
2kl <e
=1

comk=1,2,...

Considerando k — oo , obtemos para m > ng

Yler-¢f <e 1.7
=1
Isto mostra que
Xy — X = (57—;:/-)61”

Desde que x,, € I”, segue da desigualdade de Minkowski (5.7), que

(Z P + (x = xm)l”)l/p < (Z |xm|P)”p + (Z - Xmlp)Ub

onde
1/p 1/p
(Z |xm|p> <o € (Z |x - xm|p) <
logo,
1/p
(Z |xm + (X - xm)lp) <
ou seja,

X=X, +(x—x,) €Il

Portanto /” € um espago de Banach.



Capitulo 1. Espagos Normados e Espagos de Banach

1.1.3 Completeza do espaco [

O espaco [* € um espaco de Banach com a norma definida por
llxdl = sup |¢)]
JEN

Demonstragdo. Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy arbitrdria no espago [

onde x,, = (§Y"), ;’"), ...).Onde a métrica é dada por

d(x,y) = llx = yll = sup |¢; - )|
JEN

ex = (£),y = (n;) € [, dai para todo € > 0 existe um n, tal que para todo

m,n > noy,

A6, %) = o = yall = sup [€7” = | < e,
JjeEN

Para cada j fixo,

am - e < e (1.8)

com (m,n > ngp).

Portanto,a sequéncia (f;.'), §§.2), ...) ¢ uma sequéncia de Cauchy de nimeros
reais. Logo, converge pelo teorema (5.1) do Apéndice,assim, f;.’") — &
quando m — oo. Usando a infinidade de limites &, &, ..., definimos x =
(&1, &2, ...) e mostraremos que x € [* e x,, = X.

De (1.8), quando n — oo temos,

o = Jer-gls<e (1.9)
com m > n.
Uma vez que x,, € [, existe um nimero real k,, tal que |£;"| < k,, qualquer

que seja j. Dai, pela desigualdade triangular, temos

el = lei- &+ &7 < fei- 7] +[¢”]

com m > ny.



1.1. Espagos Normados e Espagos de Banach

Sabemos que

g - ) = -0 - £p)| = e -
Desta forma de (1.9)
[ — g +]er] < e +

com m > ny. Esta desigualdade vale para todo j. Assim (¢;) € uma sequéncia
limitada de nimeros reais. Isto Implica que x = (§;) € [°. Também, de (1.9)

obtemos

A 3) = Il = 2l = sup|€” — £ < e
J

com m > ny. O que mostra que x,, — X.

Portanto, [~ é um espaco de Banach.

O
1.1.4 Completeza do espaco Cla, b]
O espaco Cl[a, b] € um espaco de Banach com a norma definida por
[yl = max |y (2)] (1.10)
te

onde J = [a,b] C Rcomt € [a, b].

Demonstracdo. Seja (¥,,) uma sequéncia arbitraria de Cauchy em Cl[a, b].Assim,

dado qualquer € > 0, existe um ny, tal que para todos m, n > ng, temos

dWms ) = max (1) — Y (0] < € (1.11)

com ¢ € [a, b]. Dai com qualquer ¢ fixo, ¢ = fy € J, temos

[ (to) — Ya(to)| < € (1.12)

7



Capitulo 1. Espagos Normados e Espagos de Banach

com (m,n > np). Isto mostra que (¢¥(t), Y2(t), ...) € uma sequéncia de Cau-
chy em R. Dai a sequéncia converge pelo Teorema (5.1) do apéndice, digamos
Um(to) = W(ty), se m — oo. Desta forma, podemos associar a cada t € J um
unico nimero real ¥ (). Isto define uma convergéncia pontual da funcdo ¥ em

J. Vamos mostrar agora que i € Cla,b] e que ¢,, = ¢ .

Fazendo n — oo em (1.11), obtemos

max |y, (1) — (0] < € (1.13)

Com (m>ngp)eteJ.

[Wm(®) — ()] < € (1.14)

com m > n.
De (1.14) vemos que ¢,, — ¢ uniformemente.Como as i, sdo continuas
em J,o teorema (20) do Apéndice garante a continuidade de i para todo t € J

,dai ¢ € Cla, b]. Portanto C[a, b] é um espaco de Banach.

1.1.5 Exemplo de espaco incompleto
O espago normado C[a, b] com
b 1/p
el ppap) = (f ()l dt) Yu € Cla, b]
ndo é um espaco de Banach.

Demonstracdo. Para facilitar suponhamos a = 0 e b = 1, e consideremos a

sequéncia de fungdes f, € Cla, b] (n > 2) dada por

1 ,seOSxS%—l
n
-n_ n+2
— 1 1 1 1
f,,(x)— 7X+T ,SCE—;<X<§+Z
0 se 1+1i<x<l
n



1.1. Espacos Normados e Espagos de Banach

Afirmacao:(f,) € uma sequéncia de Cauchy. De fato, dado € > o,considere o

grafico
M
OO S0 S
1 %_2 bt 2n
A AL w2
%_2 m_ Zm
. 1.1 m&2
T2 m~ Zm
1.1 n+2
h, =— =
" it 21
=
1
Figura 1.1:
Temos

1 1/p n 1/p - 1/p
||ﬁ¢_fm||Ln<[o,1]):( fo mm—fm(rw’dr) =( j: |1—1|sz) +( f ma)—lv’dt)
b I/p by 1/p 1 1/p
+( f m(r)—ﬂ,(mpdr) +( f Ifn(t)—Olpdt) +( f |0—0|”dz) .
am by by

Notemos que 0 < fi(f) < 1,Vk Logo -1 < fi(1) -1 <0< 1
= 1@ -1 <10 - fu@I <1
Dai,usando o Coroldrio (2) do Apéndice

m=2 n=2\"" (m+2 m-2\"" (n+2 m-2\"
n = Jm <0+ - + - + - +0
Vo= ullzrqo.y ( 2m 2n ) ( 2m 2m ) ( 2n 2m )

(1 1 )l/p (2 )l/p (1 1 )l/p
=(-—-—| +|{—|] +|---— -0
n m m n m

9




Capitulo 1. Espagos Normados e Espagos de Banach

quando m,n — oo portanto (f;,) é de Cauchy. Se m = n + 1, na espressdo

acima,entdo || f, = fus1llpr0,1; — 0 quando n — oo.

Afirmacéo: A sequéncia (f;,) acima, ndo converge em C|a, b]. De

fato,suponhamos que exista f € C[0, 1] tal que

lim ||f, = fllprqo.1y = O-
n—oo

Neste caso temos
1 12 1
0=tim [ 10~ forar=tim [ 150 - sor dstim [ 150~ g0 a
n—00 0 n—00 0 n—00 1/2
Dai,sendo fab lg(®|? dt = 0,temos

1/2 1
lim f I = f@FF dt = 0 = lim f [fu(®) = FOIP dt.
= Jo = Ji2

Por outro lado,sendo f,(f) = 1se0<t< 5 — ﬁ,temos

1
2
1/2 -1 1/2

lim |f.(6) = fOIF dt = lim f [1 = f(@) di+1lim If(2) = fu(OIF dt
0 n—oo 0 n—oo

n—oo 1
2

1
n

1/2
= limf | () = 1)P dt.
n—oo 0
Pois
1/2 1/2
0< f If(®) = fu®IF dt < f (f@I = 1f@DF dt

1 1
27h 27h

14
1 1 1
s[sup |f(t)|+1] (§—§+;)—>O.

1
st

Sendo f continua,f = 1 em [0, %].Analogamente,usando

1
0= limf Ifa(0) = fOI” dt.

Concluimos que

bl !
0 = lim f LD = f@OF dt+ lim | |fO) dt
n—oo % n—oo %+%

10



1.2. Propriedades Adicionais de Espacos Métricos

P 1
= lim [ sup |f(0)] + 0] (l _Ly l) + | If@Fadr.
n n 1/2

i
BRSS! 2 2

Logo f =0em [%, 1] e f ndo é continua em [0, 1]

»
(¢}
=)
IA
-
IA

flx) =

[ -

0=
IN
~
7N

fn em IF [0,1]
e

[
[
’
,1-;._.‘ FJ

Figura 1.2:

Portanto ,C[a,b] ndo € um espago completo com || f]| (. -

1.2 Propriedades Adicionais de Espacos Métricos

Por definicdo, um subespagco Y de um espaco normado X é um subespaco
de X considerado como um espago vetorial, com a norma obtida através da
restricdo da norma em X para o subespago Y. Esta norma em Y € dita ser in-
duzida pela norma em X. Se Y é fechado em X, entdo Y é chamado subespaco
fechado em X.

Por defini¢do, um subespago Y de um espago de Banach X, é um subespaco
de X. Considerado como um espacgo normado. Dai, ¥ ndo necessita ser com-

pleto.

11



Capitulo 1. Espagos Normados e Espagos de Banach

Teorema 1. Um subespaco Y de um espaco de Banach X é completo se, e

somente se, Y é fechado em X.

Demonstracdo. Se Y é fechado entdo Y = Y, logo, sejaa € Y entdo a € Y.
Dai, a = lim x, onde a sequéncia (x,) estd em Y.Logo a sequéncia (x,) € de
Cauchy pelo teorema (5.1) do apéndice e portanto Y é um espaco de Banach.

oo

Reciprocamente,suponha que Y € Banach e tome (x,);”, uma sequéncia em

Y tal que x, — x € X.Entdo (x,);”, € de Cauchy em Y, e portanto conver-
gente pois Y é completo por hipdtese.Existe entdo y € Y tal que x, — y.Da

unicidade do limite temos x = y € Y, provando que Y é fechado em X.

Definicdo 3. (Base de Schalder) Se um espaco normado X contem uma sequéncia
(ey) tal que para todo x € X existe uma tinica sequéncia de escalares (a,) tal
que

[[x = (are1 + ...+ apey)ll > 0 quandon — oo (1.15)

entdo (e,) é chamada uma Base de Schalder para X.As séries Y ;| ey que
tem a soma x é entdo chamada de espansdo de x em relagdo a (e,) e escreve-

nos

o0
X = Z Q€.
k=1

1.3 Operadores lineares

Definicdo 4. Um operador linear entre espagos vetoriais X e Y é uma aplicagcdo
T :D(T)cX — Y, em que seu dominio D(T) é um subespaco vetorial e é
satisfeita a condi¢do

Tx+ay)=Tx)+aT(@y), YV x,yeD(T)eacR.

12



1.3. Operadores lineares

1.3.1 Exemplos de operadores lineares

Exemplo 1. O operador identidade Iy : X — X ¢ definido por Ixx = x
VxeX.

Basta notar que
Tx+ay)=x+ay=Tx+aTy VYx,yeXeacR.
Exemplo 2. O operador zero 0 : X — Y é definido por 0x =0 Vxe X.
de fato,
Tx+ay)=0x+ay)=0=0x+a0y Vx,yeXeacRh.

Exemplo 3. Diferenciacdo: Seja X o espago vetorial de todos os polinémios

sobre [a, b]. Podemos definir um operador linear T em X por
Tx(t) = x'(t)

para cada x € X, onde denota a diferenciacdo em relagdo a t. O operador T

é aplicado de X em X.
Com efeito
Tx+ay)=x+ay =Tx+aTy Vx,yeXeacR.

Exemplo 4. Integracao: Um operador linear T : Cla,b] — Cla,b], é defi-

nido por

Tx(t) = f x(1)dt
ondet € [a,b].

De fato
5 ! [
T(x+ay) = f(x+a/y)d7' = f xdT+a/f vdtr =Tx+aTy Vx,yeXeacR.
a a a

13



Capitulo 1. Espagos Normados e Espagos de Banach

1.4 Operadores lineares limitados

Definicdo 5. Sejam X e Y espagos vetoriais normados e T : D(T) — Y um
operador linear, onde D(T) C X. O operador T é dito ser limitado se existe

um niimero real c tal que
ITx]| <cllxll V xeD).

Vamos denotar por ||| o seguinte nimero real associado ao operador linear

limitado T

17l
IT|| = sup = = sup || (1.16)
ey |1l =
x#0
Note que a desigualdade abaixo
ITxI < ITNxl - Yx € D(T) (1.17)
é valida. De fato,
17 ] < 17 Il
Wl o 1l
De (1.16)
17 Il
== <7
llxll
logo
T Xl < N[ 11xll

com isso verifica-se a desigualdade (1.17).

14



1.4. Operadores lineares limitados

1.4.1 Exemplo de operador limitado
Exemplo 5. Seja E = C([0,1];R) com
1= max Lf @I

tal que

T:E—-R; VfeE temos T(f)=f() (1.18)
Note que o operador T é limitado.
Demonstragdo. Se feE e |fll=1, temos

LA < max [0 = lIf1l.

Desta forma,

T(HI<1

assim

T¢I

T

isto é,

THOI<Ifl YfeE
isto prova a limita¢@o do operador.
m]

Teorema 2. (Dimensdo Finita) Se um espago normado X é de dimensdo finita,

entdo todo operador linear em X é limitado.

15



Capitulo 1. Espagos Normados e Espacos de Banach

Demonstragdo. Seja X um espaco normado tal que dim X = n e {ey,...,e,}
uma base para X (definicdo (23) Apéndice). Considerando qualquer x =
2. &je;j (definigdo (23) Apéndice), e qualquer operador 7 em X. De modo

que T seja linear, segue-se que:

ITxll = ”T ijej“ = ”Z .ijE/” < > lellrel|

Como 1 < j < ndaf

DUl ITesll = EnTen + .+ ENITel

e considerado max ||Te j“, teremos

Z éilllTe|| < max ||T€j||z | (1.19)

Em }; |§ j|, sabemos da desigualdade (5.8) do Apéndice que

llErer + ... + &nenll = 1] + ... + 1)

onde ¢ > 0. Isto €,

Il = [ e 2 ¢ X Je

assim,

B Y lel

Dai, de (1.19), obtemos

17l <y [l
comy = L max; ||Tej|| logoy > 0
Portanto, T € limitado.
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1.4. Operadores lineares limitados

O

Operadores sao aplicacdes, dai, aplica-se a defini¢@o de continuidade. Isto
¢ fundamental para operadores lineares. Continuidade e limitacdo tornam-se
conceitos equivalentes.

Os detalhes sdo os que seguem:

Definicao 6. Seja T : D(T) — Y um operador, ndo necessariamente linear,
onde D(T) C X e X e Y sdo espagos normados. Por defini¢do, o operador T

é continuo em xo € D(T) se para cada € > 0 existe um § > 0 tal que

|ITx — Txo|| < € para todo x € D(T) satisfazendo ||x — xo|| < 9.

T é continuo, se T é continuo em cada x € D(T).

Teorema 3. (Continuidade e limitacdo) Seja T : D(T) ¢ X — Y um opera-

dor linear e X, Y espacos normados. Entdo

a) T é continuo se, e somente se, T ¢é limitado.

b) Se T é continuo em um ponto, entdo T é continuo.

Demonstragcdo. Se T ¢é limitado, existe ¢ > 0 tal que

ITxl <cllxll  Vx e D(T)

logo,

ITx =Tyl < cllx =yl

Isto mostra que T € lipschitziana, dai T € continua. Vamos provar agora

que se T € continua em um ponto digamos em X, entdo 7" ¢ limitada.

Seja xo € D(T). Entdo, dado € > 0 existe um ¢ > 0 tal que

17



Capitulo 1. Espagos Normados e Espagos de Banach

|ITx —Txoll <e VYxe D), satisfazendo ||x — xo|| <6
Vxe D(T)

Considerando x, = xo + 6% Iyl Vye D(T),y # 0, segue-se que

Xy — Xo Vye D(T),y #0

Y
=0——v0o
2yl

e aplicando o operador, e depois a norma, obtemos

0
HTxy - Tx0|| = HmTyH <e

pois

=l = 5 <6

€ portanto,

2e
1Tyl < 5 vl = Mlyll Yy e D(T),
onde M =2¢/6 > 0,

com isso provamos a limitagdo de 7. Se T é continuo em um ponto entdo 7 é
limitado, como ja provamos, portanto 7 é continuo pelo primeiro item de

deste teorema (3). Isto conclui a demonstracio do teorema.
O

Corolario 1. (Continuidade e Espaco Nulo) Seja T um operador linear li-

mitado. Entdo:
a) x, — ximplica T (x,) = T (x), onde x,,x € D(T).

18



1.5. Funcionais Lineares

b) O espaco nulo N(T) é fechado.

Demonstragdo. a) Como T € linear e limitado, de (1.17),

ITx, = Txll = 1T (xy = Ol < T lx — I

Dai quando n — oo, |lx, — x|l — 0.
Logo,

ITx, —Txll -0
Isto é

T(x,) = T(x).

b) Para cada x € N(T) existe uma sequéncia x, em N(7T) tal que x, —
x. Assim, Tx, — Tx pelo primeiro item do coroldrio (1).Como Tx, = 0
stambém T'x = 0, dai x € N(T).

Entao,como x € N(T) € arbitrario, N(T) é fechado.

1.5 Funcionais Lineares

Um funcional é um operador cuja imagem encontra-se na reta real R. Deno-
temos funcionais por letras mindsculas f, g, A, ..., 0 dominio de f por D(f), a
imagem por R(f), e o valor de f em um elemento x € D, por f(x). Funcionais

sdo operadores, com as defini¢cdes anteriores aplicadas.

Definicao 7. Um funcional linear f é um operador linear com dominio no

espago vetorial X e imagem no corpo escalar K de X, assim
fiD(f) = K
onde K = R.
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Capitulo 1. Espagos Normados e Espagos de Banach

1.5.1 Funcional Linear Limitado

Definicao 8. Um funcional linear limitado f é um operador linear limitado
com imagem em um corpo escalar do espago normado X em que dominio

D(f) se encontra. Assim, existe um nimero real c¢ tal que para todo x € D(f)

If (ol < il (1.20)
Além disso, a norma de f é
71l = su o) (1.21)
»:igm (12|
ou
/1= sup If( (1.22)
lxl=1
e por (1.17)
LSOl < A (1.23)

e um caso especial do Teorema 3 é

Teorema 4. (Continuidade e Limitacdo) Um funcional linear f com dominio

D(f) em um espago normado é continuo se e somente se f é limitado.

As linhas da demonstragdo deste teorema € a mesma da demonstragao do

Teorema (3). Basta considerar o operador como um funcional linear.

1.5.2 Exemplos de Funcionais Lineares

Exemplo 6. Produto escalar: O produto escalar com um fator mantido fixo
define um funcional f : R — R, por meio de

f(x)= X.a= f].al + é"’z.az + §3.a3
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1.5. Funcionais Lineares

onde, a = (a;) € R* é fixado, f é linear com as operagées usuais em R.Além

disso, f também é limitado,de fato

[fCOI = Ix.al < |Ix]l llall

Para que |f(x)| < ||al| segue de (1.22). Por outro lado, tendo x = a e usando

(3.3), obtemos:
If@| _ lalP

= = |ldl
llall  llall

A1l =
assim,a norma de f ¢ ||f]| = |lal|.

Exemplo 7. (Integral Definida): A integral é um funcional no espago Cla, b].

Entdo escolhemos f definida por

b
f) = f x(n)dt,

[ € linear de (4) e limitado,com a norma ||f|| = b — a.De fato,escrevendo

J = [a, b] e relembrando a norma do mdximo em C|a, b] obtemos

b
lf(0l = ‘ f x(t)dt

< (b - aymax|x()] = (b — a) [l

Tomando o supremo sobre todo o x de norma 1, obtemos ||f|| < b — a. Para

obter ||fl| = b — a, escolhemos em particular x = xy = 1, note que ||x|| = 1 e

b
I > L) :f dt=b-a.

lIxoll

usando (3.3)

Exemplo 8. (O espago Cla, b]): Outro importante funcional no espago Cla, b]

é obtido se escolhermos t, fixo em J = [a, b] e pondo

Ji(x) = x(to)

com x € Cla, b].
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Capitulo 1. Espagos Normados e Espagos de Banach

fi € linear pelas operacdes usuais entre fungoes e limitado com norma ||f1|| =
1.De fato,temos

L] = 1x(@o)l < Ixl .

Isso implica que ||fill < 1 por (1.22).Por outro lado, para a xy = 1 temos

|lx0ll = 1 e obtemos de (3.3)

Al = 1fi(xo)l = 1

1.6 Espaco Normado de Operadores. Espaco Dual

Definicao 9. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Denotamos por B(X,Y)

o conjunto de todos os operadores lineares limitados de X em Y.

Teorema 5. (O espaco B(X,Y)).0 espaco vetorial B(X,Y) de todos os opera-
dores lineares limitados de um espaco normado X em um espagco normado Y
é em si um espaco normado e sua norma é definida por
17 x|
IT|| = sup =—= = sup ||T'x]| (1.24)
g e

Teorema 6. (Completeza). Se Y é um espaco de Banach, entdo B(X,Y) é um

espago de Banach.

Demonstragdo. Consideramos uma sequéncia de Cauchy arbitrdria (7,) em
B(X,Y) e mostraremos que converge para um operador 7 € B(X, Y). Como

(T,) é de Cauchy, para todo € > 0 existe um N tal que
1T, = Tull < €
comm,n > N.
Para todo x € X e m,n > N podemos obter de
17l < TN - 11l
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1.6. Espago Normado de Operadores. Espago Dual

IT0x = Tl = (T = To) Xl < 1T — Toll 111 < € 11l (1.25)

Agora para qualquer x fixo e dado €’ podemos escolher € = €, de modo
que €, ||x|| < €. Entdo, a partir de (1.25) temos ||T,,.x — T, x|| < €’ e vemos que
(T,x) é de Cauchy em Y. Uma vez que Y é completo,T,x converge,digamos
que T,x — y.Claramente, o limite y € Y depende da escolha de x € X.Isto

define um operador 7 : X — Y, onde y = Tx. O operador T ¢ linear ja que
lim 7,(ex + Bz) = lim(aT,x + B8T,z) = alimT,x + Blim T,z

Provaremos que 7 € limitado e T, — T, ou seja,||T, — T|| — 0.Como (1.25)
¢é vélida para todo m > N podemos deixar m — oo.Usando a continuidade da

norma, obtemos a partir de (1.25) paratodon > Ne x € X

ITx = Tx|| =

T,x— lim T,x|| = lim ||T,,x — T, x|| < €||x]|. (1.26)
Isso mostra que (Tn—T), com n > N é um operador linear limitado. Uma vez
que 7, € limitada, T = Tn — (Tn — T) é limitada, isto é, T € B(X,Y). Além

disso, se em (1.26) tomarmos o supremo sobre todo x de norma 1, obtemos
1T, —T| <€ n>N
Assim ||T,, = T|| — 0
como queriamos.
O

Definicao 10. (Espaco Dual X’)Seja X um espagco normado.Dai o conjunto
de todos os funcionais lineares limitados em X constitui um espago normado
com a norma definida por

Il = sup % = sup [f ()] (1.27)
x#0 lIxlI=1

que é chamado de espago dual de X e é denotado por X’
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Capitulo 1. Espacos Normados e Espacos de Banach

Teorema 7. (Espago Dual).O espaco dual X' de um espago normado X é um

espago de Banach.

Definicdo 11. (Isomorfismo) Um isomorfismo de um espagco normado X em
um espago normado Y é um operador linear bijetivo T : X — Y que preserva

a norma,isto é, para todo x € X
(17 I = {1l

(Assim , T é uma isometria)X é dito isomorfo a Y,e ainda, X e Y sdo chamados

espagos normados isomorfos.

1.6.1 Exemplos de Espaco Dual

Exemplo 9. O Espaco Dual de R" é R".

Demonstragdo. Seja{e;,e;, -, e,} umabase paraR" com|lej|| = 1,i =1,---,n.

Seja ¢ € (R")" e facamos ¢(e;) = y; paracadai = 1, - -, n. Definamos

y =y = (¢ler), ¢lea), -, p(en)) € R
e definamos agora o seguinte operador
T:R"Y - R"
¢ — To = (dler), plea), -+, plen))
onde y = (¢(e1), ¢(e2), - -, p(en)). Temos que
i) T estd bem definido,pois é definido nos elementos da base de R" ;

ii) T € linear, com efeito, sejam ¢, ¢ € (R") tal que ¢(e;)) = y; e @(e;) = z;,

i=1,---,n. Assim

T(¢ + Ap) = (¢ + Ap)(e1), (¢ + Ap)(ea), - -+, (¢ + Ap)(en))
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1.6. Espago Normado de Operadores. Espago Dual

= (¢(er) + Agp(er), ple2) + Ap(er), - -+, plen) + Ap(en))

= (¢(€1 )’ ¢(62)a ) ¢(en)) + /1(90(61)7 ) 90(8,,))

=Top+ ATy
iii) T € sobrejetor, com efeito, dado z = (z1,- - -, 2,) € R" definimos ¢ tal que
Pler) = z1, dlex) =22, -+, Plen) = Zn.
Como {ey, ey, -, e,} € uma base de R", entdo ¢ € R" e
T¢ = (g(er), plez), - -, plen))
= (21,22, +,20) €R".
iv) T preserva a norma (||T¢||R,, = ||¢(er)/”) . Note que
T¢Il = Iyl = [I(per), ple2), - - -, plel
= e e

< sup [lgll||(ep)|| = sup llgll = llgll. pois [le;|| = 1.
1<j<n 1<jsn

Assim

T¢Il < ligll- (1.28)

Agora seja x € R", entdo

Assim
n

D xie))

=

60| = ‘qﬂ (Z xje,-] =

=

< "l eten] < il = Ix 1T gl
j=1
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logo % < ||IT || assim, sup, "ﬂ;‘lﬂ < ||T¢|| implicando que
7¢Il = ligll . (1.29)
De (1.28) e (1.29) temos
T¢Il = ligll
Portanto (R")" = R”
O

Exemplo 10. O Espaco Dual de I' é [°

Demonstragdo. Uma base de Schawder (defini¢do 3) para ¢! é (¢;) = (0,0,---,0,1,0,---);

onde cada x € ¢' tem uma tnica representacio
x= ) &er. (1.30)
k=1

Vamos considerar f € £, onde £ é o espago dual de £' .Uma vez que f é

linear e limitada,
F@) = &, com ye = flew, (1.31)
k=1

onde os numeros y; = f(e;) sdo determinados unicamente por f. Também

llexll = 1e

il = 1f el < A - lleell = 11711 sup vl < A1 (1.32)

Assim (y;) € €.
Por outro lado, para cada b = (B8;) € ¢~ podemos obter um funcional

linear limitado correspodente g de £ !. De fato,Podemos definir g de ¢! por,
O (1.33)
k=1
onde x = (&) € ¢'.Entdo g é linear e a limitacdo segue de

20l < > 16l < sup ;] D I = I1xll - sup [B| (1.34)
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1.6. Espago Normado de Operadores. Espago Dual

Daige (.
Mostraremos agora que a norma de f € a norma no espago ¢, de (1.31)
temos,

FC =D &on| < suply|- Y led =l -sup | (139)
J J

considerando o supremo sobre todo x de norma 1, temos

1711 < sup (y)
j
dai de (1.32)
71l = sup (y)
J
que é a norma em . Assim, estd formula pode ser escrita || f]| = |||, onde

¢ = (y,) € ¢, isso mostra que a aplicagdo linear bijetiva de ¢! em ¢* definida

por f + ¢ = (y;) € um isomorfismo.
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Capitulo 2

Espacos com Produto

Interno.Espacos de Hilbert

2.1 Espacos com Produto Interno. Espacos de

Hilbert

Definicdo 12. Um espago com produto interno(ou pré-espaco de Hilbert) é
um espago vetorial X com um produto interno definido em X. Um espago de
Hilbert é um espago com produto interno completo(completo na métrica de-
finida pelo produto interno). Aqui um produto interno em X é uma aplicagcdo
de X X X no corpo escalar K de X, isto é, para cada par de vetores x e y

associamos um escalar que é escrito como

(x,y)

e é chamado o produto interno de x com y tal que para todos x, y, 7 e escalares

a teremos
IP1) (x+y,2) ={x,2) + (¥, 2);
1P2) (ax,y) = a(x,y),
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Capitulo 2. Espagos com Produto Interno.Espagos de Hilbert

IP3) (x,y) = (y,x);
IP4) (x,x) > 0,{(x,x) =0 x=0;

Um produto interno em X define uma norma em X denotada por

lIxll = v{x, ) 2.1)

e uma métrica em X denotada por

dx, y)=llx=yll = V{x-y,x—y). (2.2)

Assim, espacos com produto interno séo espagos normados e espacos de
Hilbert sdo espagos de Banach. A prova de (2.1) satisfaz os axiomas (N1) a
(N4) de uma norma, e serd dada no inicio da se¢do (2.4). De (IP1) a (IP3)

obtemos as férmulas
a) (ax+pBy,z) = a(x,2) + By, 2):
b) (x,ay) = a(x,y);
) (x,ay +B2) = a{x,y) + B(x,2);

Demonstragdo. a) Utilizando as ropriedades (IP1) e (IP2) sucessivamente

obtemos
(ax + By, z2) ={ax,2) + By, 2) = a{x,2) + By, 2).

b) Usando as propriedades (IP3), (IP2) e novamente a propriedade (IP3)

nesta mesma ordem obtemos
(x,ay) ={ay, x) = a{y, x) = a{x,y)

completando a prova .
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2.1. Espagos com Produto Interno. Espagos de Hilbert

¢) De modo semelhante,porém com as propriedades (IP3), (IP1), (IP2) e (IP3)
obtemos (x,ay + fz) = (@y+Bz,x) = (@y,x) + Bz, x) = a(y,x) +

Bz, x) = a(x,y) +B{x,2)
completando a prova.
Essas féormulas sdo fundamentais e vamos utilizar com bastante frequéncia.
a) mostra que o produto ¢ linear no primeiro fator.Mostraremos agora atravez
de um célculo simples com o uso das propriedades aqui apresentadas,que a
norma proveniente de um produto interno satisfaz a importante igualdade do

paralelogramo

I+ 1P + e = yIP = 20l + Y1) (2.3)

De (2.1)
llx + I+ llx = ¥l = (x+ 3, x + y) + (x =y, x = y)

aplicando as propriedades (IP1) ,(IP2)e (IP3) no segundo membro da igual-

dade anterior obtemos

XAy x+ N +Ex =y x=) =(Lx+ )+ X+ +{xLx—y) =y, x -y

= <xax> + <X,y> + <y’ x) + <y’y> + <.X, x) - ()’»x> - (<y’x> - <yay>)
novamente de (2.1) e (IP3) vamos ter

= Jell® + 2 € y) + 1P + Dl = 2 (e ) + Dyl

=2l + 21yl

= 2(|IxI + 1yII*)
completando a prova. O
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2.1.1 Ortogonalidade

Definicao 13. Um elemento x de um espaco com produto interno X é dito
ortogonal a um elementoy € X  se
(x,yy =0.

Se x e y sdo ortogonais escrevemos x.Ly . Similarmente, para A,B C X
escrevemos x1A se xLa paratodoa € Ae ALBsealbparatodoa € Ae

paratodo b € B.

2.2 Exemplos de espacos de Hilbert

2.2.1 Espaco Euclidiano R"

Demonstracdo. O espago R” é um espaco de Hilbert e escrevemos o produto

interno por

Yy =&m+ & St (2.4)

onde x = (£) = (¢1,....&) ey =) = (11, 7>
de fato, de (2.4) obtemos

Inlly = e = @2+ ...+ D"

e a métrica euclidiana é definida por
12

dix, y)=llx=yll=(x -y, x ==& -m)P +...+E—-n)1 .

A completeza de R” foi provada na sec¢do (4.35). O

2.2.2 Espaco sequéncia (>

Demonstragdo. O espago £*> é um espago de Hilbert com o produto interno

denotado por
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@y = Em 2.5)
j=1

a convergencia desta série segue apartir da desigualdade de Cauchy Schwarz

(5.5) do Apéndice.Provar que
(x,y)= > &mj<oo
=1

é dizer que f : £* x £> — K est4 bem definida,onde K é um corpo escalar de

X. Assim,pela desigualdade de Cauchy Schwarz (5.5) do apéndice
DrEml < D leml = | DL Dl
J=1 Jj=1 k=1 m=1

.

2
Dl <o
k=1

uma vez que

(o8]

2
Dl <o
m=1

onde &;,17; € ¢* concluimos que

Zfﬂ?/‘ < Z €., < o0
=1 =1

isto €, a série é absolutamente convergente, portanto,

ifjnj <00,
j=1

A norma esté definida por

1/2

Il = (x, 02 = O Je)
j=1

A completeza deste espaco se observa a partir da completesa de /7 que estd

na se¢do (1.1.2), basta considerar o caso p = 2.
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2.3 Exemplos de espacos que nao sao de Hilbert

2.3.1 Espaco {’ com p # 2

Demonstragdo. O espago I’ com p # 2 ndo é um espaco com produto in-
terno,portanto nao ¢ um espago de Hilbert. Nossa afirmagdo se da pelo fato
de que a norma de £ com p # 2 ndo pode ser obtida apartir de um produto
interno. Provamos isto mostrando que a norma nio satisfaz a igualdade do
paralelogramo (2.3).De fato,considerando

x=(1,1,0,0,0,---)e P ey=(1,-1,0,0,0,...) € £# e calculando

Il = QP + [117) 77 = 217

Iyl = (1P + |-1|P)Y/P = 2P,

De onde temos
lx +yll = (L+ 1P +[1 = [)Y!/P = 2n)/r =2
lx =yl = (1 = 1P + |1 = (-DI)/? = 2")!"? =2

observando que

Il + Y + Ilx = yIP* = 8

2AIPHYIP) = 202"7Y +Q217)] = 2224207 = 22,207 = 220 = 20002
— 0@+2p)/p

Logo para p # 2, {7 € um espago de Banach ,mas nio é um espaco de

Hilbert. O mesmo € vélido para o espago do préximo exemplo.
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2.3.2 Espaco Cla,b]

Demonstragdo. O espago Cla, b] ndo é um espaco com produto interno, por-

tanto ndo € um espacgo de Hilbert. Mostraremos que a norma definida por
llxll = max |x()|  J = [a,b]
teJ

ndo pode ser obtida a partir de um produto interno, uma vez que esta norma

ndo satisfaz a igualdade do paralelogramo (2.3).De fato, se considerarmos

x(n) =1

€
Y@ = —-a)/b-a)
como
B (t-a) (b+t-2a)
x(t)+y(t)—1+(b_a)— b-a
_, - -9
x() -y =1 b-a) b-a
logo
] = (b+1-2a)| (b -2a)| Qb - a))
CNENE T e | T e | TS -0
=max 2| =2
reJ
_ b-n| _ b-a
IIx—yII—rgleajx b-a = max b-a
=max|l| =1

teJ

[Ixll = max |1 = 1
te]
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Il = max | = 2] = max| 2= -
M=o —al =" o-al
temos
I+l +llx—ylP =4+1=5
€

231 + Iy =21+ 1) =4 #5

completando a prova.

2.4 Propriedades adicionais de espacos com pro-
duto interno

Antes de tudo devemos verificar que (2.1) define uma norma. As propriedades
(N1) e (N2) seguem de (IP4). De fato,

Il = (x,xy > 0 e [lxl* = (x,x) =0 & x = 0.
Além disso, (N3), é obtido através da ultilizacdo de (IP2) e (IP3). De fato,
lloxdl® = {ax, ax) = @ (x, ax) = ea (x,x) = |af*. |l

Finalmente,(N4) estd incluido no

Lema 1. Desigualdade de Schwarz e Desigualdade triangular. Um produto

interno e sua correspondente norma satisfaz as desigualdades seguintes:

a)
K, I < 12l vl (Desigualdade de S chwarz) (2.6)

onde o sinal de igualdade vale se, e somente se o conjunto {x,y} é Linarmente

Dependente.
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2.4. Propriedades adicionais de espagos com produto interno

b)
[Ix + yll < ||lxll + Iyl .(Desigualdade triangular) 2.7
onde o sinal de igualdade vale se e somente se y = 0 ou x = c.ycomc > 0
eceR.
Demonstragdo.

a) Se y = 0, entdo (2.6) vale pois (x,0) = 0. Sejay # 0. Para um escalar o

temos

0<lx— ol = (x—ay,x—ay)

=(xx—ay) + (-ay,x - ay)
e usando as propriedades do produto interno obtemos
= (5, x) + (—ay, x) —a(xy) + @ (3. y)

Logo
= (X, x) — a{y, x) — al{y, x) — @ (y,»)]

Vemos que a ultima espressao entre colchetes € zero se escollhermos

gz 2
o
A desigualdade restante é
2
, X)L (X, X,
0<{(x,x)y — M = ||« - I< y2>|
o, Ivll

Aqui utilizou-se (x,y) = (x,y). Multiplicando por ||y||2, e transferindo o

ultimo termo para o primeiro membro e tomando a raiz quadrada obtemos:

e, P < Dl I = 1K ) < el Iyl

A igualdade vale se, e somete se y = 0 ou 0 = ||x — ay|/*, dai x—ay = 0 =

X = @y que mostra a dependéncia linear.
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b) Temos:
x+yIP = (x+y,x+y) = (nx+ )+, x+y)

=, X) + (6, y) + (0, X) + 0, »)
= [l + (o y) + () + (I

Pela desigualdade de Schwarz
[Ce, v = Ky, 0 < 1l - Iyl
Assim
[l + VIP< Ml + 2 Ko y)1 + IyIP< 1P + 21120+ IV = ]+ [yID?
considerando a raiz quadrada em ambos 0os membros temos

llx + yII < 1l + Iyl

Lema 2. (Continuidade do produto interno)
Se em um espaco com produto interno tivermos x, — x ey, — y entdo

(Xns Yn) = (X, )
Demonstragdo. Temos que
€65 Yn) = €6 W = 8, Y = (X, Y2 + (X 1) = 6, )
proseguindo temos pela desigualdade triangular que
X5 Yy = Xy ) + € ¥) = €0 < Ky v = D+ K2 — 2, 90
Finalmente pela desigualdade de Schwarz (2.6) obtemos,

€5 Y = W+ Kotw = 2 ] < A1%all v = Y11+ Nl = LIV — 0
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poisy,—y — 0e x,—x — 0O quando n — oo e x, e y, sdo limitadas. Portanto,

|<xn’yn> - (x,)’>| -0

quando n — oo, isto &, (x,,y,) — (X, y) como queriamos.

2.4.1 Representacao de funcionais em espacos de Hilbert

Teorema 8. (Teorema da Representacdo de Riesz em Hilbert) Todo funcio-
nal linear limitado f definido em um espago de Hilbert H pode ser represen-
tado da forma

fx)=(x,2) VxeH. 2.8)

onde 7 € unico e depende de f,e ainda

llzll = 111 (2.9)

Iremos dividir a demonstracdo em trés etapas:
1* Etapa: Representaciao do funcional.

Se f =0, de (2.8) e (2.9) temos z = 0.

Se f # 0, como N(f) é um subespago vetorial (pelo teorema (13)) e fe-
chado (pelo coroldrio ??) de H, f # 0 implica N(f) # H. Dai pelo teorema
12)

H=N(f)® N(f)*

e N(f)* # {0}; pois se N(f)* = {0} teriamos H = N(f) absurdo, logo existe

70 # 0 com zy € N(f)* fixando um x € H, considere,

v =f(x)-z0 = f(z0) - x. (2.10)

Aplicando f obtemos,
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Capitulo 2. Espagos com Produto Interno.Espacgos de Hilbert

fv)

Sf(x) - 20 = f(z0) - X)
S - 20) = f(f(z0) - x)

como f(x) é constante pois x é fixo, temos

JO) = f) - fz0) = f(zo) - f(X) =0 (2.11)

isto mostra que v € N(f), e temos que v_Lz, pois v € N(f) e zoLN(f), devido

20 € N(f)* isto implica que (v, zo) = 0, com isso temos,

0= (v, z0 {(f(0)z0 = f(z0)x, 20)
(f(x) - 20, 20) — {f(20)x, 20)
F(X) <20, 20y — f(z0) {x, 20)

Flzoll* = £(z0) (¥, z0)

e como zp # 0 podemos concluir

=L 0 ) 2.12)
ol
etemOS,
o T Y

ol

_ <x f(Zo).ZO>
" lzoll?

_ J(zo)

Z =
2
lIzoll

e podemos escrever apartir de (2.8)

- 20- (2.13)
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2.4. Propriedades adicionais de espagos com produto interno

Como x € H, e ¢ arbitrério, (2.8) estd provado, isto é, temos a igualdade,
fx)=(x,z) VxeH. (2.14)
Note que o vetor em (2.13) néo depende de x.
2% Etapa: Unicidade do vetor z.

Suponhamos que existam z; e z, vetores em H tal que

JX)={x, z1)=(x, ) VxeH (2.15)

dai

(x, 1) —={x, 22y =0¥Y x e H. (2.16)

Assim,

(X, z1) +{~22, X)

(x, z1) = {22, X)

(z1, X) +{~22, %)

(z1 — 22, %)

(x,1—2)=0Y¥ xeH.

Em partcular para x = z; — 2, temos
2
(zi— 2,21 —22) = llz1 —zlI" = 0.

Portanto,
21 = 22,

isto prova a unicidade de z.
3* Etapa: Igualdade das Normas.

Se f = 0entdo z = 0 e 2.9 vale. Seja f # 0 entdo z # 0 .De (2.8) com

x = z e da limitacdo de f segue,

2P = (z.2) = f@ < Il - Izl (2.17)
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Capitulo 2. Espagos com Produto Interno.Espacos de Hilbert

dividindo por ||z|| # O segue
llzll < 11l (2.18)

Vamos mostrar agora ||f]| < ||z||, de (2.8) e da desigualdade de Schwarz
(2.6), temos
[l = Kx, 21 < Ixll - Izl , (2.19)

isto implica

A= Sup ICx, 21 < kel (2.20)

X[=1

de (2.18) e (2.20) concluimos
(A1 =1zl -
O

Lema 3. Se (vi, w) = (vo, w) para todo w no espago com produto interno X,

entdo vy = v,, em particular, (vi, w) = 0 para todo w € X implica vi = 0.
Demonstragdo. Paratodow € X,
(v — vz, wy =0. (2.21)

paraw = v; — v, segue

2
Vi = vallI” = 0.

Assim v; — v, = 0, entdo v; = v,. Em particular, (v;, w) = 0 com w = vy, dai
2
[vill* = 0,

entdov; = 0.

42



Capitulo 3

Os Teoremas de Deformacao e o

Teorema do Passo da montanha

3.1 Os Teoremas de Deformacao

Definicdo 14. Seja  : X — R um funcional de classe C' num espago de
Banach X. Dizemos que ¢ € R é um valor critico de ¢ se y(u) = ¢ para
algum ponto critico u € X. O conjunto de todos os pontos criticos no nivel ¢

serd designado por K., isto é,

Ko={ueX|y'w)=0, yu) =c}. 3.1

Também, designamos por ¢ o conjunto de todos os pontos u, em niveis

menores ou iguais a c, isto é,

Ue={ueX|lyw <c}. (3.2)

Um ingrediente fundamental para os métodos topoldgicos que considera-
remos € o chamado Teorema de Deformagdo. A grosso modo, ele nos diz
quando e como podemos deformar um funcional no nivel ' em > nivel,

paracy > ¢, oucy < C.
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Teorema 9. (Teorema de Deformacdo): Seja  : X — R um funcional de
classe C! no Espago de Banach X. Suponha que S C X, c € R e €,8 > 0 sdo

tais que

4
Iy )l = f (3.3)

para todo u € Yy~ ([c — 2€, ¢ + 2€]) N S 5. Entdo existe n € C([0, 1] x X, X)

tal que, paratodou € X e t € [0, 1], tem-se:

i) n(0,u) = u,

ii) n(t,u) = use u ¢ Y~ '([c — 2¢,c +2€]) N S,

iii) n(Ly*NS)cynS,.

Onde, dados um subconjunto § € X e ¢ > 0, S5 designa a vizinhanca fechada

de S, definida por:
Ss=1{ueX:dist(u,s) <8}.

Seja X um espaco de Banach e ¢ : X — R um funcional de classe C'.

Definicao 15. Dizemos que (u,) C X, é uma sequéncia Palais-Smale-(PS),

no nivel c, denotada por (PS). quando

Y(un) = ¢ e ' (uy) = 0.

Definicdo 16. Dizemos que y, verifica a condigdo de (PS), quando toda
sequéncia (PS). para ¢ € R, admite uma subsequéncia que converge forte
em X, isto é,

Y(uy) = c e ¥'(u,) = 0,

existem (u,,) C (u,) e uy € X tal que

Uy, — uy em X.
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Teorema 10. (Teorema de Deformagdo): Suponha que € C'(X,R) satisfaz
a condigdo (PS). Se ¢ € R ndo é um valor critico de y entdo, para todo €
suficientemente pequeno, existe n € C ([0, 1] X X, X) tal que (para qualquer
ueXetrtel0,1]) :

i) 7(0,u) = u,
ii) n(t,u) = u se u ¢ Y~ '([c - 2¢,c + 2€)),
iii) n(1, ¥ cye.

Demonstra¢do. Uma vez que por hip6tese ¢ ndo € valor critico de i, existem

a,f > 0 tais que,
se uey (lc—2a,c+2a]) = W Wl =B,
pois caso contrdrio, para quaisquer a, 8 > 0 existird

Uop €U ([c = 2a,c +2a]) com ||y (uqp)|| < B.

Considerando
1
a = %, ﬁ = ; € Uy = Uq,p,>

temos

1 [ !

c——<yu) <c+— e |Yull < -.

n n "

Dai

Y(uy) — c e ' (u,) — 0,

quando n — oo.
Como y verifica a condigd@o (PS), existe uma subsequéncia (u,, ) C (u,) tal
que

Uy, — U.
Desde que ¢ € C'(X,R), temos
Y(un) — Y) e ¢'(u,) — ¥'(w),
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portanto, pela unicidade do limite segue
Yu)=c e ¢'(w)=0.

Logo, ¢ € um valor critico de i, contradizendo a hipdtese. Dai, usando o
Teorema 9 de Deformagéo, com X = S, € € (0, «] fixadoe § = ‘;—‘, concluimos

a demonstrag@o do Teorema 10 de Deformacio.

3.2 O Teorema do Passo da Montanha

Vamos agora apresentar uma primeira ilustragdo do método minimax, a qual
tem provado ser uma ferramenta poderosa na abordagem de muitos proble-
mas nao-lineares em equagdes diferenciais, o chamado Teorema do Passo da

Montanha de Ambrosetti ¢ Rabinowitz.

Teorema 11. (Teorema do Passo da Montanha): Seja X um espaco de Ba-
nach e seja y € C'(X,R) um funcional satisfazendo a condigcdo de Palais-

Smale (PS) [ ou (PS).]. Suponha que, se

eeX e O<r<l|e 3.4
sdo tais que
a = max {{(0), y(e)} < leulzf Y(u) = b, 3.5)
Entdo
¢ = inf sup Y(y(1)) (3.6)

1€[0,1]

é um valor critico de  com ¢ > b. Onde

I'={y e C([0,1],X) tal que y(0) = 0,y(1) = e}

€ a classe de caminhos ligando 0 a e.
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3.2. O Teorema do Passo da Montanha

Demonstracdo. Seja

¢ = inf max Y (y(t)) 3.7

yel rel0,1]

Afirmamos que ¢ estd bem definido. pois, sendo ¥ € C(X,R) e y €
C([0,1], X), segue que ¢ o y é uma aplicacdo continua, e sendo [0, 1] um
conjunto compacto, temos que ¢ o y possui em [0, 1], um médximo, e por isso
trocamos o supremo por maximo em (3.6) pois, como y([0, 1]) é compacto

em X, entdo y(y(t)) também € compacto. Notemos que,
y([0,1]) N 3B, # (3.8)

para qualquer y € I, pois ¥(0) =0 e y(1) = e e 0 < r < ||| por hipdtese.
Portanto,

max y(y(1)) = b = infy, pois,

pela definicao de b, temos
b<y), VueX; |lul=r.

considerando a fungdo

g:[0,11-R (3.9

definida por,
t— g =yl vt e [0,1] (3.10)

seque-se que g € continua, note que:
80) = Iyl = 10l = 0, g(1) = [ly(DIl = llell > r G.11)

isto é, g(0) < r < g(1), entdo pelo teorema do valor intermedidrio existe #, em
(0, 1) tal que,

8(to) = Iyl = r.
logo existe uy = y(ty) € X, tal que ||ugl| = 7, assim, b < Y (up) e

Yluo) = Y(y(10)) < maxy(y(1)
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implicando que
b < maxy(y(1))

sendo y € I arbitrarios, temos
b < ¢ < maxy(y(@).

Agora suponha que ¢ ndo ¢ um valor critico de y. Entdo pelo Teorema 10 de

Deformacio, para,

(b -

O<e< a), existe n € C([0,1] X X, X) (3.12)

tal que,
ii) n(t,u) = useu ¢ Yy '([c - 2€,c +2€]),
iii) n(1,y) cy,

Agora, pela defini¢éio de ¢, como um infimo sobre I', podemos escolher um
yo € I tal que,
c< max Y(yo(?)) < c+e. (3.13)

Considere o caminho $(¢) = n(1,y(¢)). Por (ii) e pelo fato que 2¢ < b — a,

segue-se que ¥ € I, pois,

F0)=n1,00=0 ¢ H(1)=nl,e)=¢ (3.14)
uma vez que
Y(0),¥(e) <a<b-2e. (3.15)
De (3.13) seque,
Yo(t) € € (3.16)

De (iii) e (3.16) temos,

Fo0) = n(1,y0(0) € <, V1 € [0, 1],
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ou seja
YFo®) < c—€ V€ [0,1],

logo

max y(yo(1) < ¢ — €,
e sendo

¢ = inf max y(y(1)),

yel' 1e[0.1]
temos
¢ < max Y(Fo()) <c-¢€

entao

c<c—E€

Que é um absurdo. Portanto ¢ € um valor critico de ¢. Isto encerra a demonstragao

do Teorema 11 do Passo da Montanha . |
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Capitulo 4

Uma aplicacao do Teorema do

Passo da Montanha

4.1 Método Variacional a um problema de Diri-
chlet nao linear
Seja o seguinte problema de Dirichlet ndo linear
—Au = f(x,u) em Q, u=0 sobre 9Q “4.1)

Onde Q c RY, (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave e, f :
QxR — R éuma funcdo de Carathéodory satisfazendo a seguinte condicio

de crescimento:

e HDIcd20 e 0<o<P se N23 [0<o <o se N=1,2]

tais que

lfCe, Dl < clf” +d.

Estamos interessados em encontrar solu¢des fracas do problema acima,

isto &, fungdes u € H}(Q), tais que
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f [Vu.Vy — f(x,u)v]dx =0 Vv e Hy(Q). 4.2)
Q

Para isso, lembrando que o método variacional consiste em associar ao
problema acima um funcional, de tal modo que pontos criticos do funcional
sejam solugdes fracas do problema. O candidato natural a funcional associado

ao problema (4.21), é dado por ¢ : Hé(Q) — R, tal que

lﬁ(u)ZlfIVuIZ—fF(x,u),
2 Ja Q

Assim, esta solugdo fraca serd ponto critico do funcional ¥ : H(l)(Q) —-R

se, e somente se, este funcional satisfizer

W)y = f VuVy — f fuy Yve HyQ).
Q Q

O lema abaixo, confirmard que, de fato, este é o funcional associado ao pro-

blema (4.21).

Lema 4. Suponha que f : QxR >R satisfaz as condigoes de Carathéodory

e a condigdo de crescimento (Hy). Entdo o funcional
1
W(u) = fn [5 [Vul* - F(x, u)] dx, ue Hy(Q),
estd bem definido e, de fato, € C' (H(l,(Q), R) com

W)y = f [Vu.Vv — f(x,u)v]dx Yu,v € Hy(Q). 4.3)
Q

Onde
[
F(x,t) = f f(x,2)dz.
0
Portanto, u € H(}(Q) é uma solugdo fraca do problema (4.21) se, e somente

se, u é um ponto critico de .

Demonstragdo. Vamos sempre considerar o espaco Hé(Q) munido da norma

llull = (f Vul? dx)
Q
52
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a qual é equivalente a norma usual do espaco H, (<),

lluell = (f(u2 + IVulz)dX)i,
Q

onde verifica-se pela desigualdade de Poincaré (ver Teorema 21).
Vamos primeiramente mostrar que sob a condi¢éo (H1), temos que ¢ esta

bem definido. Para isso, vamos escrever,

m@:%wawe%@=anmm

Note que,
1 1
i) =3 L IVul* dx = 3 llul® < +oo,

pois, u € Hé(Q). Agora para concluimos que i estd bem definido, basta
mostrarmos que ¥, também € finito. Vamos comecar mostrando a seguinte
desigualdade

!

2
-, onde 0 <0 < +26N>2 (4.4)

o+ -

|F(x,t)| <dlt] + ¢

Para isso vamos analisar dois casos: Caso (a) ¢ > 0, por (H;) temos

t t t t{r+l lo—+l
F(x, )] < f f(x, D)l dz < df dz+cf ol de = di+ < = g+
o o 0 o+1 o+1
Caso (b) 1 < 0, segue
t 0 0
|F(x,1)| = f f(x,2)dz| = ‘—f f(x,2)dz| < f [f(x, 2l dz,
0 t t
logo,
0
|F(x,0)| < df'dz+6f |2l” dz
t t
ou seja,
) < ety — T
X -)—c ,
O o+1
concluimos,

|t|0'+1
F(,n <dlt + .
IF(x. Ol < dltl + e
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Consequentemente (4.4), vale. Como u € H(‘)(Q), temos

|l//2|£fIF(x,t)Ia’xSC3f|u|dx+C4f|u|‘”ldx<+oo
Q Q Q

por causa da imersdo continua Hé(Q) — L7*(Q), (Ver a desigualdade do
Teorema 22, tem i), onde o + 1 € [1,2*]. Portanto ¢ esta bem definido.

Vamos provar agora que ¢ € C! (Hé(Q), R) com

' (wy = fVqudx - ff(x, u)vdx, u,v € H(I)(Q).
Q Q

Dividiremos estd prova em dois casos:

1° caso: N > 2.

Seja,
o= f IVul? dx =~ ()
= — u X = —u,u).
T2, 2
Vamos mostrar que ¢ é Fréchet Difencidvel com derivada continua. Para isso,
(ver as defini¢des 28, 29 e 30). Inicialmente vamos calcular a derivada de

Gateux de ;. Temos

o L Un(u At hy) = ()
WS
Logo,
o, %(u+hv,u+hv>—%(u,u)

2y W= lim 7

dai obtemos

0 1

0w =t + 3000 | = .
Esta derivada de Gateux, é a candidata natural a derivada de Fréchet. Dai,
nosso objetivo € mostrar que,

r(v)
m —— =
vli=0 [[v]]

onde, r1(v) = ¥ (u + v) — ¢ (u) — {u, v), para podermos concluir que, de fato,
esta derivada de Gateux € a de Fréchet. A partir dai, temos

im D0 U =) k) - ) - )
-0 [Vl =0 gl
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0 que nos da,

+v)— - LvIP? 1
lim 2V @ =Gy AME e Ly
Iv—0 [Ivl| M=o 2 |lv|]  Ivii—0 2

Isto mostra de ¢, € Fréchet Diferencidvel em H(l)(Q), com

W)y = (u,v)

e consequentemente ¥, é continua. Vamos mostrar agora a continuidade de
/|, para podermos concluir que ¢, € C! (H(l)(Q),R). Consideremos {u,} C

H(‘)(Q), com u, — uem Hé(Q) quando n — oco. Mostraremos que

W) — ) em (HHQ)
ou equivalentemente

(ACHRAG]
Por definicdo segue

) =3 @0y = 50 101 00) = 0 0) 1.
Note que
|} ) = 04 @) v| = |0 )y = @5 )v| = Kot v) = V] = Kt — 1, V)
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Ver Teorema 23), temos
|1 ) = 0, )) ] < Moty =l I < e — el

pois [[v|| < 1. E agora pela defini¢do de supremo, obtemos
sup |1 ) = 9 @) v| < Nl = .
viI<1

Portanto

00

H‘//; () — ‘//l(”)”ng(g))' =0
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Logo, ¥ € continua. De onde concluimos que ¢, € C ! (Hé(Q), R).

Vamos prosseguir de maneira andloga para

xpz(u):fF(x,u)dx, onde F(x,t):ff(x,z)dz.
Q 0

Mostraremos entdo que ¢, é Fréchet Diferencidvel com derivada continua,
para assim concluimos que, de fato, i é de classe C'. Seja u € H, () fixado

eparacadav e Hé(Q), consideremos

r(v) = Yo +v) = o(u) - f J(x, ujvdx. (4.5)
Q
Precisamos mostrar que
r(v) _
im =0,
=0 ||Vl
ou seja, Ve > 0 existe 6 > 0 tal que
IVl <= Ir()] < eVl (4.6)

de (4.5) vem
rn) = f(F(x, u+v)— F(x,u)dx - ff(x, u)vdx.
Q Q
Segue do Teorema fundamental do Calculo (Ver Teorma 24), que
' d
F(x,u+v)—F(x,u) = f d—F(x, u+ zv)dz. .7
0 Z

Note que
d d [
—F(x,u+27v) = —f f(x,u+zv)v,
dz dz Jy

ou seja,

d
—F(x,u+2zv) = f(x,u + zv).v,
dz

passando a integral com limites de integra¢do de 0 a 1, na igualdade acima,

obtemos

1 1
f iF(x, u+zv)dz = f f(x,u+ zv).vdz.
0 dz 0
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Portanto, de (4.7) e da definicdo de r;(v), vem

1
rI(V):f[f f(x,u+zv)vdz]dx—ff(x,u)vdx
Q 0 Q

dai

n) = L[];l (f(x,u+2v) = flx, u)).vdz] dx
entdo

[ri(W)] < L[‘f: [(fCx,u+ z2v) — f(x, ) v|dz] dx. (4.8)
Seja, g = 2* = - e r = %, onde i +1 = 1. Como v € H}(Q), entdo

pela imersdo continua de Sobolev Hé (Q) — L4(Q), (Ver Teorema 22, item i),
temos v € LI(Q).
Vamos agora mostrar que f(-,u(-)) € L"(€). veja, desde que f satisfaz a

condicdo de crescimento (H,), temos

f Lf(x, w)| dx < f [d+clul”] dx < kf [ld]" + lc|" . |ul”"] dx,
Q Q Q

onde k > 0. Dai,

f lfCuw)| dx < M|Q|+ ¢ f lu|" dx. 4.9)
Q Q

Agora basta mostrarmos que a ultima integral € finita. Notemos que a condi¢do

de crescimento (H), € valida também para 1 < o < %, com N > 2. Agora,

2
ISG'<]IX+2=>1<rS(r.r<2*, com N > 2.

Seja u € H}(Q). Usando a imersdo continua de Sobolev Hy(Q) < L7"(Q),

(Ver Teorema 22, item i), obtemos que u € L7"(Q2), o que implica

f [u|”" dx < +oo.
Q

fIf(x, u)|" dx < +o0.
Q

logo de (4.9) temos,
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mostrando assim que, f(-,u(-)) € L'(Q). Em (4.8) aplicando o Teorema de

Fubini (Ver Teorema 25), obtemos,

1
Irl(V)ISf [fl(f(x,uHV)—f(x,u))VIdx dz.
0 Q

Agora, usando Holder, (Ver Teorema 26) segue

1
[ri)] < f NfCu+2v) = FC Wl - IVILae) dz (4.10)
0
Afirmacéo 1: Vale a convergéncia
floutzv) — fCu) em LHQ)

uniformemente para z € [0, 1],V x € Q quando v — 0 em H&(Q). Note que

esta afirmagdo é equivalente a
fCoutzv) — fou) em L3 Q)

uniformemente para z € [0,1],Y x € Q com v, — 0 em H(;(Q) quando
n— +oo.

Demonstracao da afirmacao 1: Consideremos (v,) C Hé(Q), com v, —
0 em H}(Q). Segue da imersdo continua de Sobolev H)(Q) — L7(Q), (Ver

Teorema 22, item i), que existe K > 0;
||Vn||Lf—£(Q) < K||Vn||1-1(1)(9)
dai, se v, — 0 em H,(Q), entdo
vy — 0 em L7(Q). (4.11)

Logo, (Ver Teorema 27), existe uma subsequéncia de (v,), que ainda denota-

remos por, (v,) e g € Lg(Q) tal que

(2] < g(x) qtp x€Q,
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e
v, — 0 q.tp x € Q.
Dai,
|G+ zv)(O)] < (Jul + ©)(x) q.t.p x € Q, Yz €[0,1] (4.12)
e
(u+zvy)(x) — u(x) q.t.p xe Q. (4.13)

Agora, usando o fato de f ser uma func¢io de Caracthéodory, juntamente

com o (lema 8), e (4.13), temos

SO (u+ z2v)(x) — fx,u(x) q.tp x€Q,

ou seja,

LFCx, (u + 20,)(3)) = f(xu(x)]7 — 0 qtp x€Q.

Além disso, usando a condi¢do de crescimento (H,), e a limitacdo uniforme
em (4.12) e o fato de Q ser limitado, resulta que existe uma fungdo J € L'(Q)

tal que

£, (e + z2v)(x) = Fx,u()))7 < U,

de onde segue usando o Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue

(Ver Teorema 28), que

lim (f |fCx, (e + z2v,)(x) — f(x, u(x))Ig dx) =0.
o)

n—oo

Observacdo: mostramos que dado (v,), com v, — 0 em Hé(Q) quando

n — +oo, existe uma (u,,) C (u,) satisfazendo

lim ( fg |, (e 2v,)(2)) = FCx, u(x)

n—co

%dx) - 0. (4.14)

Vamos supor que ndo ocorra a convergéncia uniforme. Entdo, existem

€ > 0ez, €[0,1] tal que
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[£Co @ + 20 va) () = FCoul))|

L@ >, VYn,eN. (4.15)
Vamos prosseguir com os mesmos argumentos desde de (4.11) até (4.14).
Considerando uma (v,) C HA(Q), com v, — 0, em particular, v,, — 0
temos novamente da imersdo continua de Sobolev H)(Q) — L#(Q) (Ver Te-

orema 22 item i), que

Vo, — 0 em L7 (Q). (4.16)

logo, (Ver Teorema 27), temos que existem, uma (v,,,) C (v,) e g € Lﬁ(Q) tal

que
|Vnk, (x)| <gx) qtp x€Q,
€
Voo — 0 q.tp x € Q.
Dai
|G+ 2 v )| < (il + g(I(X) qtp x € Q, 2, €[0,1]. (4.17)
e
(U + 2,V )(X) — u(x) qt.p x € Q. (4.18)

Novamente, usando o fato de f ser uma fungio de Caracthéodory, juntamente

com o (lema 8,) e (4.18), temos
O+ 20y Vi )(X)) — fx, u(x)) q.tp x € Q.
Ou seja,

| £, (1 + 2 90 )(0)) — 5 u(0)|* — 0 qp xeQ.

Agora usando a condicdo de Crescimento (H;), a limitacdo uniforme em
(4.17) e o fato de Q ser limitado, resulta que existe uma fungio J; € L'(Q) tal
que

£ 0+ 20y v )00 = FOru(0)|* < 1,
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e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, (Ver Teorema 28,)
temos

q
“dx| =0,

lim ( f |G, (0 + 2y v )(0) = f o, ()
Q

n—+oo

ou seja,

£ Co @ + 2 v )O) = FCoul))|

q o>
L%(Q)<6 Y e > ng

o que contradiz (4.15). Assim concluimos a demonstragio da afirmacao 1.

A afirmacao 1 significa que, dado € > 0 existe um ¢ > 0 tal que

V<6 = IfCutzv) = fCull g <6

uniformemente em z € [0,1]. Como 1 < r < (ir e Q é limitado, (Ver Teorema

29, Apéndice), Vale a seguinte imersdo continua
L7(Q) — L'(Q).
Dai, usando a desigualdade da imersdo, vem
IVl <6 = IfCou+zv) = fC Wl < Cé, (4.19)
uniformemente em z € [0, 1]. Substituindo (4.19) em (4.10), temos
[r()] < Ce. |Vl ().

Assim, pela imersdo continua H(I)(Q) — LI(Q), pois g = 2, (Ver Teorema

22, item i Apéndice), resulta em
[rM)| < Cielvll, sempre que ||| <o,

mostrando (4.6). Concluido assim que o funcional y,, é Fréchet Diferencidvel,

com

Wh(u).v = f f,uyvdx, ¥ ue Hy(Q).
Q
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Agora vamos mostrar que ¥ € continuo. Considere (v,) C Hé(Q), com
v, —0 em H&(Q). Como no item anterior, usando o Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue, (Ver Teorema 28), vem
lim ( fg e, + 20,)(0) = fx uo)] dx| = 0.
Sendo 1 <r< Li’r e Q € limitado, (Ver Teorema 29), temos a imersao continua
L7 (Q) — L'(Q).
Dai, existe K > 0 ;
e, @+ 2va) (X)) = f ()l ey < K ALFCx e+ 2vn)(0)) = O u()I g )
entdao
1f Cx, (e + 2v,)(2) = f(x, u()|pr — O quando v, — 0 em H)(Q)

por outro lado, sabemos que

vt v =300y = s0p I+ v —vi00) o] @20

Note agora que

|5+ v,) — whw)) V] = \ fg [F(x, (u+ z2v,)(x)) = f(x, u(x))] vdx

dai

|(z//§(u +v,) — Y5 () .v| < f |[f(x, (u + z2v,)(x) — fx, u(x))] v| dx.

Q

Usando Holder, (Ver Teorema 26), segue

fg |LFCx, e+ 2v)(0) = O uGeD] v|dx < I1FCx, e+ 2v,)(30)) = f 6 uCO), - [V, -

e agora usando a imersdo continua de Sobolev, H}(Q) — L4(Q), (Ver

Teorema 22, item i), vem que existe um K > 0 tal que
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1 Ce, e + zv,)(x)) = f G, u(), - VI, < KNFCx, (e + 2v,) () = fFCe, u(o),- V1]
Como

11, (e + 2,)(x)) = Fx, u(O)llp ) — O quando v, — 0 em Hy(€2)
resulta que, também

I Cx, (e + zvi)(x) = fCx uCO, - IVll, — 0.

Entao
(A +va) = v ) v — 0,

e combinando com (4.20), temos

[l + v = 2@ g — -

Isto mostra que ¥, € continuo para N > 2. Logo ¢, € C'(H)(Q),R). 2°
Caso: N =2.

Neste caso basta prosseguir de maneira andloga ao primeiro caso, fazendo
apenas algumas modificacdes que listaremos: Primeiramente, substituamos a
imersdo continua

Hy(Q) — LYQ), onde g=2"
(Ver Teorema 22, item 1), pela imersao
Hy(Q) — LUQ), com 1 <g<oo

(Ver Teorema 22, item ii). Em seguida, usando a imersdo acima, mostra-se
que

fu) € L@,
onde -5 € o conjugado de r, €
fOu+zv) — f(x,u) em L7(Q)
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uniformemente em s € [0,1]. Unindo os dois casos, mostra-se que ¢ €

C! (Hé (Q),R), com

AORE f [Vu.Vv — f(x,uyv]dx Vu,v € H)(Q).
Q

4.2 Existéncia de solucio fraca para o problema

de Dirichlet nao linear com a condi¢cao de Ambrosetti-

Rabinowitz.

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solugdo fraca para o seguinte pro-

blema:

—Au = f(x,u) em Q, u=0 na 0Q (4.21)

Onde Q c RY, (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave e,
f: QxR — R é uma funcio de carathéodory, satisfazendo as seguintes

condigdes:

e HDIc,d20 e 0<o<qP se N23 [0<o <o se N=1,2]

tais que

lfCenl <cld” +d,
e (H2) f(x,t) = o(lt|) quando ¢t — 0, uniformemente em x,

e (H3) Existem p>2 e r >0 tais que

0 <uF(x,t) <tf(x,t) Y |t| > r, onde.
F(x, 1) = f f(x,2)dz.
0
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Note que o funcional i, associado ao problema (4.21), também € o funcional

associado ao problema (2.6).

1?2 Caso: N > 2.

Lema 5. a) u=0 é um ponto de minimo local estrito para y:

b) Dado 0 #v € Hé(Q) (digamos V|| = 1), existe py > 0; Y(pgv) < 0:

Demonstracdo. (a), pela hipétese (H,), dado € > 0, existe 6 = d(e) > 0 tal

que

fl<6=If(x.0l <€,

portanto

€
F(x0l < 5 It se |t <6
uma vez que a condi¢do de crescimento (H;) implica que,
IF(x, D] < Aclt™" se |t| =6
podemos combinar as duas equagdes acima, obtendo
€
IF(x0l < 5 [t + Al YVt eR, Vxe Q.
dai, obtemos,
IIuII |2 ||2 |

Yu) = F(x wdx > — — = || 17, = Acllullf

logo pelas imersdes continuas de Sobolev, temos,
| ||

Yw) 2 —— = K |lull® = M [lul ™",

ou seja,

1 -
) > ||u||2( E - ) Vue H\(Q

para € suficientemente pequeno e fixado temos,

1—21{6)011

0
<r<( I,
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e escolhendo

Vo 2| L 2K
B 2

_ Mr(T—l:|
temos,
Yu) >a>0, y(0) =0, para |ul|=r.

(b) Notemos que a condi¢do (H3) conhecida como a condi¢do de Ambrosetti

e Rabinowitz, implica na existéncia de contantes c;, ¢, > 0 tais que,
[F(x,t)| > ci|tF —c; YxeQ, VYteR. 4.27)

Observacgao: Como u > 2, entdo F € uma fungdo superquadratica em ¢, pela
desigualdade acima. Vamos dividir a prova da existéncia das constantes em
dois casos:

1¢ caso: ¢ > 0. Pela condi¢do (H3), temos

0<H< f(x,t), >r x€Q,
t ~ F(x,p)
implicando
f !
H f(x2)
—dz < dz,
j; z » F(x,2)
dai
1 t _
plnld | <ln|F(x2l|, 127 xeQ,
ou ainda

puln(@) — pln(r) < In(F(x, 1) — In(F(x,7)), t>r, x€ Q.

Com isso
ln(f)ﬂ <In F(x,l)’ t>r, xeQ.
r F(x,r)
Implicando
F(x,t) > F(;l’r)t“, t>r, x€Q

Pela condicdo de crescimento (H,), podemos considerar

Ky = min F(x, r).
xeQ
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Com isso, podemos escrever,
K —
F(x,1) > —Ht", t>r, xeQ.
7

Portanto,

F(x,t) > Ci#, t>r, xeQ.

Onde C; =& ey > 0.

m

2° Caso: t < 0. pela condicdo (H3), segue

St p

— <=, <1, xeQ.
F(x,t) ~ t

o que implica

Md <f l—ldz, t< -1, xeﬁ,
PR 4

VAR
. F(x,2)

dai, com os mesmos argumentos anteriores, chegaremos

In(F(x,—r) = In(F(x,0) < uln|-r —plnld, 1< -r, x€Q,

com isso, temos

In (M) <In (|f
F(x,1) t

e ainda,
F(x,-r ri* —
¥ <|-, < -r, X€ Q’
F(x,1) t
assim,
1 r|t 1 —
<|-f . , t<—r, xeQ,
F(x,1) tl F(x,-r)
equivalentemente,
rlH _
F(x,t) > ;’ F(x,-r), t<-r, xeQ,
Considerando

K> = min F(x, —r).
xeQ
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Temos

F(x,1) >

tH —
—‘ K, t<-r, xeQ.
’

Entao

F(x,t) 2 Colt, t<-r, x€Q. 4.29)

Com C; = ‘% e C, > 0. Seja ¢; = min {C,, C,}. Logo, por (4.28) e (4.29),

vem
Fx,o=cltl, V|l>r, xeQ
Considerando
M = min {F(x,t) |xeQ, tel-r r]},
Temos

F(x,f) > M, para (x,f) € QX [-r,r].

Consideremos agora ¢, > 0, de modo que

gzt -M=cz2c|tf =M, ¥ te[-nr],

ou seja,
M>c|tf —cp, Y te[-rr].
Portanto
Fx,n>c ' —c;, ¥ t€[-rr], xeQ. (4.30)
(&
F,yzcilth —c ¥ [fl2r xeQ. (4.31)

De 4.30 e 4.31 segue (4.27). Com isso, temos
2 2
U(u) = % - f F(x,u)dx < % — ¢ lullf, + 219 (4.32)
Q

de sorte que dado v € H(;(Q) com |v|| = 1, e escolhendo ¢ = ¢, ||v||’L',J > 0,

obtemos,
1
Y(p.v) < zpz — 60 + 2 |Q] — —o0 quando p — oo.
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em particular, existe po > 0 tal que ¥(pgv) < 0. O

Lema 6. Se f : Q X R — R é a fungdo de Carathéodory do problema (2??),
satisfazendo as condigdes (H,) — (Hs), entdo o mesmo possui uma solugd@o

fraca ndo-trivial u € H(l)(Q).
Demonstracdo. Vamos agora comecar mostrando que o funcional ¢ satisfaz
a condicdo (P.S). Seja u,, uma sequéncia de (PS)., isto é,

l//(un) —C, (//(un) — 0.

Vamos mostrar que u, possui uma subsequéncia que converge forte em H(l) (Q),

Primeiramente, mostraremos que u, € limitada em H(l,(Q). Veja,

2
Y(u,) = lledl”_ f F(x,u,)dx,
2 Q

entao

W )ty = Iy — L S (X, up)updx.
Além disso, note que ¥'(u,) — 0 implica que, dado € > 0, existe ny € N tal
que

" )l < €, ¥ n 2 no,

ou seja,

[ ()| < €llunll VY 1= no. (4.33)
Note ainda que,
1, 1 2 1 , 1
l//(un)__l// (un)-un == ”un” - F(X, u,,)dx— - ”un” - f(xa un)undx .
u 2 Q M M Jo

segue
. R 1,
l//(un) -y (). 1y = (5 - _) [leall” + f (_f(xs u)t, — F(x, un)) dx.
M M Q\H

Considerando o conjunto V,, = {x € Q; |u,| > r}, temos

1 I 1
l//(un) - _(//(un)-un = (_ - _) ”unllz +
H 2
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f (lf(x, u,)u, — F(x, u,,)) dx + f (lf(x, u)u, — F(x,u,)|dx.
v, \H ve \M

n

Da condicao de Ambrosetti-Rabinowitz (H3), obtemos
1
= f(x, ), = F(x,u,) 20, ¥V x €V,
u
implicando
1
f (—f(X, un)un - F(.X, un)) dx > 0,
v, \H
dai
1, 1 1 ) 1
'J’(“n) - _d/ (un)~un B ||bt,,|| + _f(x’ Mn)"tn - F(xs un) dx’
H 2 pu ve \H
consequentemente temos

1 1 1
Yatn) =~ ().t > (— - —) > = f
H 2 pu v

Novamente, pela condi¢@o de crescimento (H), temos que

dx.

lf(x’ un)un - F()C, Mn)
M

1
g(x’ un) = |_f(x3 un)un - F(x, un)
u
¢ limitada em Q X [—r, r], logo existe C > O tal que
lgCx.u,)| < C. V (x,u,) € QX [, 7]

entao

1 —
_f(x, un)un - F(x, l/l,,) < C, v (X, un) € VnL
u

Com isso, temos

1 1 1
Ylt) =~ (). > (— - —) loeal* = ﬁ Cdx,
M 2 p

<
Vi

e a partir daf

1, 11 —
Wlttn) = = (). > (— - —)||u,,||2 -clvy.
M 2 p
além disso, temos
1 1 1
lp(un) - _(///(un)-un > (_ - _) ”unllz -C |Q| B
H 2
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ou seja

1 1
lp(un) - _w/(un)-un = (
u

1
3 —) lluall* = Co. (4.34)
M

Por outro lado temos

s

1 1
l/’(un) - _lp/(un)-un < 'lp(un) - _(//,(Mn)-un
J Ju

entao
1 1
d’(un) - _‘r//,(un)-un < |w(un)| + = |l//,(un)-un| .
u H

Como |y (u,)| < C e (4.33), segue
1, 1
() — =" () y < C + —€|luyll (4.35)
H u

para n suficientemente grande. De (4.34) e (4.35), tem-se

1

1 1
(— - —) luall® = c2 < ¢ + —€ |
2 p H

dai
11 L]
(— - —)Ilunll2 <K+ —€llull
2 H
comK=c+c >00 que implica que ||u,|| € limitada.
Vamos agora provar que (u,) possui uma subsequéncia que converge forte

em H)(Q). Veja, sabemos que o funcional dado pelo lema 4 é de classe

C! (H(')(Q), R), e ainda que,
' (u).v = fVqudx - ff(x, u)vdx, (4.36)
Q Q

em que, ¥’ (u) € (HO1 (Q))’. como H}(Q) é um espago de Hilbert, entdo pelo

Teorema da Representacdo de Riesz, (Ver Teorema 31), temos

Y ).y = (Vi(u), vy, Yy € Hy(Q), com [l |0y = IV¥@llmye -
(4.37)

consideremos agora

J’(u).v:ff(x,u)vdx (4.38)
Q
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dai,

AONE f VuVvdx — J'(u).v, Yu,v € H)(Q) (4.39)
Q

usando novamente o Teorema da Representacio de Riesz (Ver Teorema 31),

para (4.38), segue,

T @y = (VJ(w),v), ¥v € H(Q) com [/ @lay = V@l

(4.40)
logo substituindo (4.37) e (4.40) em (4.39) temos,
(V) vy = (u,v) = (VJ(u),v),
entao,
(Vy(u), vy =<u—VJu),v) Yv e H(l,(Q),
dai,
Vyr(u) = u — VJ(u). (4.41)
Agora mostraremos que
T : Hy(Q) — HY(Q) com T(u) = VJ(u), (4.42)

¢ um operador compacto.

Lembremos atreves das propriedades de operadores compactos, que uma
das formas para mostrarmos a compacidade de 7', €, mostrarmos que para toda
sequéncia limitada, (u,) C H)(€), teremos que a sequéncia T(u,) C H)(Q)
possui uma subsequéncia convergente. (Ver Teorema 33). Sendo H(l)(Q) um
espaco reflexivo entdo existe uma subsequencia que continuaremos denotando

por u, tal que converge fracamente em H,(€), ou seja,
u, — u em Hi(Q).

Da imersao compacta de Sobolev H(l) Q) — L'(Q), Yre[l,2") (Ver Teorema
32, item i), implica

i Hy(Q) — L'(Q)
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€ um operador linear compacto, pela prépria defini¢do de imersdo compacta.
Dai i leva sequéncias convergindo fracamente , — uem H& (), em sequéncias

convergindo fortemente em L"(), isto &,
u, — u em L'(Q).
ou seja, converge na topologia forte de L'(€2), e portanto, converge na norma,
oty — ullpr) — O (4.43)

Agora, fixando r, com o+ 1 < r < 2" e considerando g o conjugado de r, isto

€, ¢ = 5. Vamos mostrar que
JCua()) — fCu() em LYQ).

Note, segue de (4.43) e pelo (ver Teorema 27), que existe uma subsequéncia

de (u,), que ainda denotaremos por (u,) tal que,

u,(x) — u(x) q.t.p xeQ,

lu,(x) < G(x) qtp x€Q, YreN, G e L'(Q). (4.44)

Como f é uma fun¢do de Carathéodory, juntamente com o (lema 8), temos

Fx, u(x)) — f(x,u(x)) q.tp x€Q,

dai
fCx () = fQxu(0)l” — 0 q.tp x € Q.
Agora, usando a condigdo de crescimento (H,), a limitagdo uniforme em
(4.44) e o fato de Q ser limitado, resulta na existéncia de uma fungéo ¢ €
L'(Q) tal que
1f 0 () = fx u(O)7 < g,
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donde segue usando o Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver

Teorema 28), que

n—+oo

lim ( fQ 1F (%, ua(2)) = f(x, u())f dX) =0,
ou seja,
FCun(-) — fu()) em L7 (Q).
Como | < g < Z e Q € limitado ( Ver Teorema 29), vale a imersdo continua
L7 (Q) — LI(Q).
Portanto,
FC ua()) = fCuN o) — 0 quando n — +co. (4.45)
Observe que
IT o) = T = I ) = T @l gy = sup (V) = 7)) ]

Porem,

s

(7" () = T w) ] = |fﬂ (f(x, u) = f(x,w)) vdx

implicando que
| () = ') ] < fg I(f e, u) = fx ) V] dx,
usando Holder (ver Teorema 26), obtemos
|77 ua) = 77 @) V] < I Cotta) = £t oy Ml -

Usando a imerséo continua H},(Q) — ['(Q),comr € [oc+1,2*] (Ver Teorema

22, item i), segue que existe um M > 0 tal que
(7 () = 7)) ¥ < MUFCLuaC) = FCouCD oy IV
de onde obtemos
(77 ) = @) V| < MIFC 1) = FC UG oo -
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4.2. Existéncia de solugéo fraca para o problema de Dirichlet ndo linear com a
condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz.

pois [[v|| < 1. Assim,

1" () = J'(u)II(Hé(m)' S MIFCoua() = FC ul e »
isto €,
T () = Tl < MIFC, u() = fCu() oy - (4.46)

Portento, de (4.45) e (4.46), concluimos que, existe uma subsequéncia, que

ainda denotaremos por T'(u,), tal que
1T () = T(w)l| — 0.
Mostrando assim que 7' é compacto. Por outro lado
¥ () — 0 & I @l gy — 0 (4.47)
logo, por (4.37) e (4.47), temos
IV (u)ll — 0 & Vip(u,) — 0. (4.48)

Sendo
Vw(un) =u, — T(u,) = u, = Vl//(un) + T(uy). (4.49)

Como o operador T é compacto, vem
1T (u,) = T@)|| — O. (4.50)

Passando o limite em (4.49) e usando as convergéncias (4.48) e (4.50), obte-

mos uma subsequéncia tal que
u, — T(u) em Hy(Q),

mostrando assim a condicio (PS) . Mostramos a condicao (PS) para N > 2.
jd 027 caso, em que N = 2, fica como exercicio. Dica: basta substituirmos a

imersao continua
Hy(Q) — L(Q), 1<g<2",
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(Ver Teorema 22, item i), pela imersdo continua
H)(Q) — LI(Q), 1<q < +co,

(Ver Teorema 22, item ii). E a imersdo compacta
Hy(Q) = LI(Q), 1<q<2,

(Ver Teorema 32 item i) pela imersdo compacta
H)(Q) — LYQ), 1< g < +oo,

(Ver Teorema 32 item ii). Em suma, aplicando o Teorema do Passo da Mon-
tanha 11, concluimos a existéncia de um ponto critico de ¥, e com o lema 4

verifica-se que esse ponto critico € uma solugao fraca do problema (4.1).
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Apéndice

5.1 Espacos Métricos

Espacos Métricos:

Uma métrica num conjunto X é uma fungdo d: X X X — R, que associa a
cada par ordenado de elementos x,y € X um nimero real d(x,y), chamado a
distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condi¢des para

quaisquer x,y,z € X:

d1) d(x,x) =0;

d2) Se x # y, entdo d(x,y) > 0;
d3) d(x,y) = d(y, x);

d4) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).

Os postulados d1) e d2) dizem que d(x,y) > 0 e que d(x,y) = O se, e
somente se, x = y. O postulado d3) afirma que a distancia d(x,y) é uma
funcdo simétrica das varidveis x,y. A condicdo d4) chama-se desigualdade
triangular. Ela tem origem no fato de que, no plano euclidiano, o comprimento

de um dos lados de um tridngulos ndo excede a soma dos outros dois.

71



Capitulo 5. Apéndice

Um espago métrico € uma par (X,d), onde X € um conjunto e d é uma
métrica em X, ou simplesmente denotamos por X.

Sequéncia em espacos métricos.

Seja (x,) uma sequéncia num espago métrico M.Diz-se que o ponto a € M
¢ limite da sequéncia (x,) quando,para todo nimero € > 0 dado arbitrariamente,pode-
se obter np € N tal que n > ny = d(x,,a) < eEscreve-se entdo a =
lim x,,.Diz-se também que x, tende para a e escreve-se ainda x, — a

Sequéncias de Cauchy. Uma sequéncia (x,) num espaco métrico M
chama-se uma sequéncia de Cauchy,quando,para todo € > 0 dado, existe

ny € N tal que m,n > ny = d(x,, x,) < €.
Toda sequéncia de Cauchy de niimeros reais é convergente.
Toda sequéncia convergente em um espago métrico € de cauchy.

Toda sequéncia convergente € limitada.

5.2 O espaco Euclidiano R"

Definicao 17. O Espago Euclidiano R"
Este espago ¢é obtido se considerarmos o conjunto X de todas as n-tiplas
de niimeros reais, escrito

x=(&)), y =) com 1 < j<neasnormas definidas por
" 12
Il = [Z fﬁ) = VE? + .+ G 5.1)
i=1
Il = max {|£i[}. (5.2)

Il = )" K& (5.3)
i=1
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5.3. O espago [

5.3 O espaco [”

Definicdo 18. O Espago [~
Este é o Espaco de todas as sequéncias limitadas de niimeros reais, isto

é, cada elemento de I é uma sequéncia de niimeros reais

x=()

tal que para todo j = 1,2, ... temos

il < e

onde c, é um niimero real que pode depender de x, mas ndo depende de j.

5.4 O espaco /”

Definicdo 19. Seja p > 1 um niimero real fixado.Por defini¢do,cada elemento

do espago IP é uma sequéncia x = (§;) = (£1,&, ...) tal que

DL <o (5.4)
Jj=1

5.5 O espaco de funcoes C[a, b]

Definicao 20. Este é o espago de fungdes reais continuas no compacto J =
[a, b].

5.6 Alguns resultados importantes

D1) Desigualdade de Cauchy-Schwarz;

Sejam (¢;) € P e (n;) € I, temos

Dleml < | Dl D Il (5.5)
Jj=1 k=1 m=1
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D2) Desigualdade de Holder;
Sejam (¢;) e’ e (n;) € IP,comp > le i + é = 1 temos

1/q

© o0 1/p (o
D lemil < (Z |§k|”] [Z |nm|q] (5.6)
j=1 k=1 m=1

D3) Desigualdade de Minkowski.

o 1/p o 1/p oo 1/p
[Z if_f+n_,-|] s[z |§k|"] +[Z |nm|f’] 5.7
j=1 k=1

m=1

com () elPem)ell,ep>1

Definicao 21. (Independéncia linear)Dizemos que um conjunto L = {ey, - -, e,}
de vetores em um espago vetorial X é linearmente independente se e somente
se a igualdade do tipo

ae; + -+ a,e, =0
com ay, s, -+, Q, escalares so for possivel se ¢y = ay =--- =a, =0.

Definicao 22. (Dependéncia linear ) Dizemos que um conjunto L = {ey,- - -, e,}
de vetores em um espago vetorial X é linearmente dependente se e somente se

L ndo é Linearmente independente ,ou seja, é possivel uma igualdade do tipo
ajer + - +aye, =0

sem que todos «; sejam iguais a zero.

Definicao 23. Seja X um espago vetorial tal que dimX = n. Uma inde-
pendéncia linear de n-uplas de vetores de X chamada de uma base para X.
Se {ey, ..., e,} é uma base para X,entdo todo elemento x € X possui uma tinica
representacdo

X=oe +---+a,e,
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5.6. Alguns resultados importantes

Lema 7. (Combinagoes lineares)Seja {x;,- - -, x,} um conjunto linearmente
independente de vetores em um espaco normado X(de dimensdo n).Entdo

existe um niimero ¢ > 0 tal que

liEier + ... + &nenll = (€1l + ... + 164D (5.8)

Definicao 24. (Soma Direta) Um espaco vetorial H é dito ser uma soma

direta dos subespagos Y e Z de H e escrevemos
H=YoZ
se cada x € H tem uma nica representacdo da forma
X=y+2z
comyeYezeZ

Definicao 25. O Complemento ortogonal de um subespago Y de H,denotado
por Y+ é o conjunto

Yt ={z€ H;z1Y}

Teorema 12. (Soma Direta) Seja Y um subespaco fechado de um espaco de
Hilbert H.Entdo
H=Y&oY*

Teorema 13. (Niicleo e espaco nulo) Seja T um operador. Entdo:
a) A imagem R(T) é um espago vetorial;

b) Se dimD(T) = n < oo, dimR(T) < n;

¢) O espaco nulo N(T) é um espaco vetorial;

Teorema 14. (Teorema fundamental do cdlculo) Seja f : I — R continua
no intervalo 1.As seguintes afirmacdes a respeito de uma funcdo F : 1 — R

sdo equivalentes:
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(1) F é uma integral indefinida de f, isto é, existe a € I tal que F(x) = F(a) +
fax f(@dt, para todo x € 1.

(2) F é uma primitiva de f, isto é,F’(x) = f(x) para todo x € I.

Teorema 15. (Weiertrass) Seja f : X — R continua no conjunto compacto

X c R.Existem xy e x; € X tais que
S(xo) £ f(x) < f(x1)
para todo x € X.

Teorema 16. (Composicdo de fungées continuas) Dada f : X — R continua
no ponto a € X,g : y — R continua no ponto b = f(a) € Y e f(X) C Y, de
modo que a composta g o f esteja bem definida.Entdo g o f é continua no

ponto a.

Corolario 2. .Se f : [a,b] — R é integrdvel e |f(x)| < K para todo x € [a, b]
entdo | [ f(0da| < K(b - a)

Teorema 17. Se f : [a,b] — R é integrdvel entdo |f| é integravel e

b
f f(x)dx

Teorema 18. Toda funcdo continua f : [a,b] — R é integrdvel

b
< f |/ ()l dx (5.9)

Teorema 19. (Teorema do Valor Médio de lagrange) Seja [ : [a,b] — R

continua.Se f ¢ derivdvel em (a,b),existe ¢ € (a, b) tal que

F' @b -a) =[f() - fla)]
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5.7. Alguns resultados sobre Espagos de Lebesgue e Sobolev.

Definicao 26. Uma uma sequéncia de fungoes f, : X — R converge uni-
formemente para f : X — R quando para todo € > o dado,existe ny €
N(dependendo apenas de €) tal que n > ny= |f,(x) — f(x)| < € seja qual for

xeX.

Teorema 20. Se uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge uniforme-
mente para f : X — R e cada f, é continua no ponto a € X entdo f é continua

no ponto a.

5.7 Alguns resultados sobre Espacos de Lebesgue
e Sobolev.

Definicao 27. Uma funcdo f de X em R é dita X-mensurdvel, (ou simples-

mente mensurdvel), se para qualquer numero real a, tem-se
fxeX: f(x)>a}.

Definicao 28. Sejam E e F espagos de Banach e U um aberto em E. Dizemos
que uma aplicagdo  : U — F é Fréchet-diferencidvel no ponto xy € U se

existe um operador linear continuo A : E — F tal que
Y(xo + h) = y(x0) + A(h) + r(xo, h),
para todo h, tal que xo + h pertence a uma bola aberta centrada em x,, e

contida em U, onde r(xy, h) = o(||h]]), isto é:

i [l(xo0, WI|
im—————— =
h=0  ||A]

Neste caso A é chamada de derivada de Fréchet de ¥ em xy, a derivada de

Fréchet no ponto xy, quando existe, é tinica, denotamos por ' (xy).

Definicao 29. Se B é um aberto de um espago de Banach X, dizemos que y é

de classe C' em B, ou que € C'(B,R) quando a derivada de Fréchet de
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existe em todo x € B e a aplicacao ' : B — X' é continua. Onde X’ denotard

o dual de X.

Definicao 30. Dado um espaco de Banach X e um funcional  : X — R,
dizemos que  possui derivada de Gateaux no ponto u € X quando existem
um funcional linear Ty € X' tal que

i 2t 1) = ) = Tov

—0 t

=0, paratodo v e X.
Definicao 31.

L’(Q) = {u 1 Q — R : ué mensurdvel, LIuI” < +oo}.
Definicao 32.

whr(Q) = {u eL(Q): % el (Q),j=1, N}

J

Onde (;’7” denota a j-ésima derivada fraca de u, ou seja,
J

Quando p = 2 e m = 1 escrevemos W,""(Q) = H,(Q). Todo o trabalho foi
desenvolvido sobre Hé Q).

Teorema 21. (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um aberto limitado do RY.

Entdo, existe uma constante C = C(Q, p) tal que

1/p
”u”LP(Q) < C(f |Vu|p dx) N Yue W(;’p(Q), 1< P < +oo0.
Q

Teorema 22. Sejam Q um subconjunto limitado do RY (N > 2), Q de classe

C" el < p < +oco. Entdo as imersdes sdo continuas:

i) WmP(Q) — LI(Q), 1 < g < 22 = p* semp < N.

N-mp —

i) W"P(Q) — L1(Q), 1 < g < +o0 semp = N.
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Como consequéncia das imersoes, existe C > 0 tal que
lleellze < C lleellym -

Para todo u € W™P(Q).

Teorema 23. (Desigualdade de Schwarz): Seja (X, (,)) um espago vetorial

com produto interno. Entdo:

16, < Il -yl

Teorema 24. (Teorema Fundamental do Cdlculo): Sejam G um espago ve-
torial normado completo e f : [a,b] — G continua, sdo equivalentes:

i) Se F é uma integral indefinida de f, entdo

F(x) - F(a) = fxf(l)dt, VY x € [a,b]

ii) Se F ¢ uma primitiva de f, entdo
F'(x) = f(x) Y x€[a,b].

Teorema 25. (Teorema de Fubine): Suponhamos que F € L'(Q; x Q).

Entdo, para todo x € Q,

F(x,y) € L)(Q) e ( f F(x, y)dy) € Ly(Q).
: Q

2

De maneira andloga, para 'y € Q,,

F(x,y) € Li(Q)) e ( f F(x, y)dy) € Ly(Q).

Q)

Além disso,

fdxf F(x,y)dy:fdyf F(x,y)dx:ff F(x,y)dxdy.
Q 9] (0} Q Q1xQ)
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Teorema 26. (Desigualdade de Holder): Seja f € LP(Q)) e g € L1(QY), com

+-=1ep > 1. Entdo,

141
P4

f.geLN(Q)

f If.gldx < “f”LI’(Q) ||g||m(g) .
Q

Teorema 27. Seja (f,) uma sequéncia em LF(Q) e f € LP(Q), tal que || fr — fllppy —
0. Entdo, existe uma subsequéncia (f,,) tal que

i) fu () = f(x) q.tp emQ;

ii) fm(x)| < h(x) qtp emQ.

Teorema 28. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja f,
uma sequéncia de fungoes integrdveis. Suponha que
i) fu—= f(x) gtp emQ

i) |f,(x)] < g(x) q.tp Q, para alguma funcdo g € L'(Q). Entdo,

fel'@ e fy = fllpq — O

Teorema 29. Suponha que Q C R¥(N > 1) é um conjunto limitado e 1 < p <

q. Se u € L1(Q), entdo u € LP(Q), e além disso, a imersdo
LI(Q) — LP(Q)

¢é continua.

Teorema 30. (Imersio de Sobolev): Sejam Q um dominio suave em R,

m>0el < q < +co. Entdo, para qualquer j > 0 as imersdes sdo continuas:

i) Sem < %, W.i+m,17(Q) [N W_i,p(Q), p<g< Np  _ P

N-mp

ii) Sem =Y, Wtmr(Q) s W(Q), p < g < +co.

p’
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Teorema 31. (Teorema da Representacdo de Riesz-Fréchet): Seja H um

espago de Hilbert, entdo dado ¢ € H', existe uma tinica f € H, tal que

(p,v) =(f,v) Y ve H.

E mais ainda, verifica-se que

/1l = Nl -

Teorema 32. (Imers@o Compacta de Rellich-Kondrachov): Sejam Q um
dominio limitado com fronteira suave em RV, jz20m=>1lel <p < +oo.

Entdo as imersdes abaixo sdo compactas:

i) Sem <&, WiHmr(Q) — Win(Q), 1<q< N”_V—jnp =p*

i) Sem =Y, WHmr(Q) — Wi(Q), 1 <q < +o0.

Pt
Teorema 33. (Critério de Compacidade): Sejam X e Y espagos vetoriais
normados. Um operador linear T : X — Y é compacto se, e somente

se, toda sequéncia limitada (x,) C X tem a propriedade que a sequéncia

(T(x,)) C Y possui uma subsequéncia convergente.
Teorema 34. Sejam X e Y espagos vetoriais normados e T : X — Y um
operador linear compacto. Se (x,) C X verifica
X, — x em X,
entdo,
T(x,) — T(x) em Y.

Lema 8. Seja f : Q X R — R uma fungdo de Carathéodory, e (u,), uma
sequéncia de elementos de M, e Ny operador de Nemytskii definido por f.
Entao,

Nyu, — Nyu em q.t.p
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se

u, — u em q.t.p.

Onde M, é o conjunto das fungées u : Q — R mensurdveis.
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