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PREFACIO

sta obra foi elaborada para auxiliar quem ensina

matematica e tem o desejo de incluir o Geogebra em sua
prética docente. Para tanto, apresenta ferramentas desse software de
geometria dindmica a partir de construcdes rapidas, préticas e simples,
envolvendo matematica basica e sugestdes de intervengao em sala
de aula para o/a leitor/a iniciar seu aprendizado no programa e ja
vislumbrar possiveis aplicagdes na Educacdo Basica.

Vale ressaltar, considerando que a maior parte das escolas
brasileiras ainda nao dispde de tabletes ou computadores para seus
estudantes, os experimentos didaticos propostos requerem apenas um
computador e um projetor, ficando o docente como responsével pela

mediacao.

Para melhor aproveitamento, recomenda-se ao carissimo
leitor abrir este e-book em seu dispositivo mével e o Geogebra em
seu computador. Em seguida, realizar os passos construtivos de cada
capitulo, avaliando as dicas de uso em sala de aula. E desejo que, antes
mesmo de concluir o estudo deste material, o leitor esteja a vontade

para planejar suas primeiras aulas com esse recurso que ja foi prota-

gonista em indmeras experiéncias exitosas no ensino de matematica.







CAPITULO 1

O GEOGEBRA
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P leste livro, apresenta-se atividades elaboradas no
computador a partir da versdo cldssica do Geogebra,
disponivel para download gratuito em https:/ /www.geogebra.org/

download?lang=pt. Porém o leitor também pode fazer a opgdo de

utilizar a versao online, ndo sendo necessario instalagao, disponivel
em https:/ /www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT.

Ao abrir o programa no computador, depare-se com a tela da
Figura 1. Que exibe barras de titulo e de ferramentas, janela de algebra
a esquerda, janela de visualizagdo 2D com o plano cartesiano e uma
malha, bem como outros elementos que somem ao dar um clique no
centro da tela.

Figura 1: tela de abertura do Geogebra Classico
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Fonte: Autor, 2023

Na tela do computador, pode-se optar por reduzir a janela
do programa, para uma visualizacdo mais compacta, como ilustra a
Figura 2. Bem como, decidir por outros formatos de exibi¢do da malha

e dos eixos, como se vé na porcao superior direita da tela na Figura 2.



https://www.geogebra.org/download?lang=pt
https://www.geogebra.org/download?lang=pt
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Figura 2: janela restaurada do Geogebra.
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Fonte: Autor, 2023

Para uma rapida interagdo, abra seu Geogebra e selecione a
ferramenta Ponto na porcdo superior esquerda da tela, em seguida
clique no local do plano de coordenadas (1, 3). Aparecerd um ponto
denominado A no local do clique. Na janela de Algebra, surgira a
indicacdo do ponto A com suas coordenadas. E a barra na porcao

superior direita, que antes tratava da exibicdo dos eixos e das malhas,

serd modificada para configuragdes de ponto, conforme Figura 3.
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Figura 3: ferramenta Ponto em uso no Geogebra.
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Fonte: Autor, 2023

Experimente alterar a exibicdo do ponto: mude cor, estilo do

ponto e estilo do rétulo, de modo a configurar conforme a Figura 4.
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Figura 4: janela do Geogebra com alteragdes da exibicao do ponto e menu em

destaque.
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Fonte: Autor, 2023.

Ainda na Figura 4, em seu lado direito, vé-se um menu, no
qual esté selecionada a opgao Arquivo. Nela o leitor podera encontrar
comando para salvar o arquivo em seu computador, agdo recomendada

durante as licdes deste livro.

Na barra de ferramentas, ao clicar em cada botado, abre-se um
menu vertical com diversas opc¢des de ferramentas. Ao selecionar
qualquer uma delas, o programa emite uma instrucdo do que fazer
para usar a ferramenta escolhida, facilitando ao iniciante. Veja na

Figura 5, porcdo inferior esquerda da tela, as instrugdes para aplicar a

ferramenta Poligono Regular.
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Figura 5: janela do Geogebra com destaque para a ferramenta Poligono Regular.
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Fonte: Autor, 2023.

Sem qualquer compromisso, explore as ferramentas tentando
usar todas que conseguir, depois, vd ao menu Arquivo e clique em

Novo, salve o que tenha feito se preferir. Entdo, podera avangar para
o préximo capitulo.




CAPITULO II

AREA E PERIMETRO DO TRIANGULO
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Neste capitulo, faremos a construcao de um tridngulo com um
vértice movel, base e altura fixas. Utilizaremos ferramentas de medicao
do Geogebra para indicar sua area e seu perimetro. E esperado que
aos seguir as instrugdes seguintes, o leitor construa imagem similar a

Figura 6:

Figura 6: plano no Geogebra com tridngulo de base fixa e um vértice moével.
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Fonte: Autor, 2023

Instrucoes:

1. Utilize a ferramenta Ponto para construir os pontos A (0,3),
B (1,0) e C (5,0);

2. Com a ferramenta Reta Paralela, selecione o ponto A e, em

seguida, o eixo horizontal;

3. Com Ponto, marque o ponto D sobre a reta construida no

passo anterior;

4. Selecione a ferramenta Poligono, em seguida os pontos B,
C, DeB;

16
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5. Paramedir a drea do tridngulo BCD, selecione a ferramenta
Area e clique no interior do triangulo. Deverd surgir a
legenda “Area de BCD = 6”;

6. Para medir o perimetro, utilize a ferramenta Distancia,

Comprimento ou Perimetro no triangulo BCD.

Agora, coma ferramenta Mover, cliqueno ponto D e desloque-o
sobre a reta. Sera possivel perceber que a drea permanecera inalterada,

enquanto o perimetro assumird valores diferentes.

Sabemos que a 4rea do tridngulo depende somente das
medidas de uma base e da altura relativa, como o lado BC é fixo e o
vértice D move-se numa paralela de BC, a altura relativa a esse lado

permanece constante, com isso ndo ocorre alteragdo da drea de BCD.

Enquanto o perimetro depende dos comprimentos dos lados,
e dois deles, BD e CD, sdo dilatados ou comprimidos conforme o
movimento do ponto D, temos variacdo do perimetro do tridangulo
BCD.

Consequentemente, se o intuito for de construir tridngulos de
mesma base e mesmo perimetro, entdo o vértice mével ndo deverd
percorrer uma reta paralela a base fixa. Logo sua trajetéria descreve

uma curva diferente, essa curva serd tratada no capitulo V.

Em sala de aula, além de explorar os conceitos de éarea,
perimetro e paralelismo no ensino fundamental, a construcao desen-
volvida possibilita iniciar investigagao para descobrir qual o tridngulo
de menor perimetro nessas condi¢des, um problema de otimizacao
que resultard na indicacdo do triangulo isésceles, sendo (3, 3) as

coordenadas do ponto D para esse caso particular.

Essa abordagem pode se dar no ensino médio com Geometria
Analitica em aplicagdo da férmula da distancia entre dois pontos,

17
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resgatando ainda conhecimentos da funcao quadratica. Como o lado
BC é fixo, apenas BD e CD influenciam na variacao do perimetro, logo
seu menor valor ocorre na menor soma possivel para esses dois lados.
Considerando essa soma a partir das coordenadas dos vértices do

tridangulo e assumindo D (x, 3), temos que

d(B,D) + d(C,D) = \/(x—l)2+(0—3)2+\/(x—5)2+(0—3)2

= \/(x—l)2+9+\/(x—5)2+9

= Jx2—= 2x +10++/x2 — 10x + 34

Interessa saber para qual valor de x essa expressao encontra

seu menor valor numérico. Para tanto, somamos os radicandos e

exploramos a fun¢ao quadrética associada, flx) = x—6x+ 22, que

encontra seu menor valor para

V' 2a 2 '

Portanto, o tridngulo BCD de menor perimetro é aquele com
D (3, 3), note que com essas coordenadas, d(B,D) =d(C,D) =13,

isto ¢, BCD é um tridngulo isdsceles.




CAPITULO III

COORDENADAS POLARES E BATALHA
NAVAL
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construgao proposta neste capitulo envolve a ferramenta

Controle Deslizante para definir pardmetros na determi-
nacdo de segmento e de angulo. Com variacdes na malha e no estilo
dos pontos, teremos uma aplicacdo lidica para sala de aula, com visual
similar ao da Figura 7.

Figura 7: janela de visualizacdo 2D do Geogebra com malha polar.
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Fonte: Autor, 2023.

Instrucoes:

1. Selecione Controle Deslizante, clique na tela, escolha a

opcao numero, letra r e variacao de 0 a 2, com incremento

de 0.5, confirme e deixe-o na posicao 1;
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2. Com a mesma ferramenta crie outro controle, escolha a
opcao angulo, variando de 0° a 360° com incremento de

15°, confirme e deixe-o em 75°%

3. Selecione Ponto e crie o ponto A (0,0);

4. Utilize a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo,

clique no ponto A e digite r, isso determinard o ponto B;

5. Com a ferramenta Angulo com Amplitude Fixa, selecione
o ponto B e digite o caractere alfa, confirme e surgird o

ponto B’;

6. Clique com o botdo contrario do mouse sobre A, em
seguida em Exibir Objeto, com isso ndo sera exibido o
ponto A. Faca o mesmo com o ponto B com e o segmento
AB;

7. Em Configuracdes, na aba Malha, escolha o tipo Polar,
Distancia r = 0.5 e angulo pi/12, se preferir altere a cor

para uma mais escura,

8. Selecione o ponto B, em Configuracdo altere Estilo do
Ponto para o X e deixe Tamanho do Ponto em 8. Escolha
vermelho ou outra cor de sua preferéncia. Ainda nas con-

figuracoes, aba Bésico, desmarque a opcao Exibir Rotulo;

9. Use a ferramenta Ponto e crie vinte pontos sobre a malha,
no raio variando de 0 a 2, com incremento de 0.5. Selecione
todos eles e, a exemplo do item anterior, altere o Estilo do
Ponto para o triangulo, Tamanho do Ponto: 7, desmarque
Exibir Rétulo e selecione a cor que desejar;

10. Agora, selecione apenas dez dos vinte pontos e altere a

cor;

21
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11. Use a ferramenta Ampliar e/ou Reduzir até que o zoom
fique adequado para maximizar na janela de visualizagdo

o circulo de raio igual a 2 e centro na origem;

12. Posicione os controles deslizantes no local que nao
sobreponha esse circulo, para tanto use a ferramenta

Mover;

13. Mova os controles deslizantes na tentativa de acertar o X
em algum tridngulo (ponto), testando a construcao.

Havendo finalizado com éxito, o leitor terda construido
o elemento visual de um jogo de batalha naval. A fim de explorar a
nocao de arco, angulo e raio de modo divertido, como uma preparagao
a circunferéncia trigonométrica, pode-se aplicar a seguinte dindmica

em sala de aula.
* Projetar essa construcao do Geogebra no quadro;

* Dividir a turma em duas grandes equipes e cada equipe

em duplas;
* (Cadaequipe deve ter uma cor, no exemplo, azul ou laranja;

* Ojogo comeca com uma dupla da equipe azul que informa
um ponto por coordenadas polares, um integrante diz
o valor do raio e o outro diz o valor do angulo, com o
objetivo de acertar um triangulo da outra cor, isto é, um

navio laranja;

e O/a docente seleciona esses valores nos controles
deslizantes e o X marcara o local do tiro. Se acertar algum
navio, o/a docente apagara esse ponto no Geogebra. Caso

contrério, “tiro na agua!”;
* Havendo acerto ou ndo, sera a vez de uma dupla da outra
equipe;

22
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* Vence o jogo a equipe que primeiro eliminar todos os

navios inimigos.

Esse jogo pode ser adaptado segundo as condicdes da

turma e objetivos de aprendizagem, sendo as regras acima apenas

uma sugestao.







CAPITULO IV

DETERMINACAO DE RAIZES COM
COMPASSO
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qui apresentamos uma possibilidade de utilizar o
Geogebra para emular construcdes geométricas com
régua e compasso, de modo que o docente pode projetar o passo a
passo da construgdo no software, enquanto a turma acompanha com

régua e compasso tradicionais.

Para conhecer a ferramenta Compasso, vamos a uma atividade
embasada no teorema de Pitdgoras que permite determinar o valor da

raiz quadrada de nimeros naturais.
1. Use Ponto e crie os pontos A (0,0), B (1,0);

2. Com a ferramenta Segmento, selecione A e depois B, deter-

minando o segmento AB;

3. Selecione Reta Perpendicular, clique no segmento AB e,

em seguida, no ponto A;

4. Com a ferramenta Compasso, clique no seguimento AB,

isso definird a abertura do compasso, e depois no ponto A;

5. Com Ponto, marque uma intersecao entre a circunferéncia
criada pelo compasso e reta perpendicular, determinando

o ponto C;

6. Com Poligono, selecione os pontos A, B, C e A, criando o
triangulo retangulo ABC;

7. Repita o passo 3 sobre BC;
8. Repita o passo 4, com abertura AB, mas com centro em C;

9. Repita o passo 5, sobre a nova perpendicular, determinan-

do o ponto D;
10. Repita o passo 6, de modo a determinar o BCD;

11. Repita os dltimos 4 passos até obter o enésimo triangulo

retangulo desejado;

26
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12. Use a ferramenta Exibir/Esconder Rétulo para despoluir a
construcao, deixando de exibir os rétulos indesejados;

13. Selecione Distancia, Comprimento ou Perimetro, clique
nas hipotenusas dos tridngulos criados.

Com isso, obtemos construcado similar a da Figura 8, também
conhecida como Espiral de Teodoro.

Figura 8: sequéncia de tridngulos retangulos (Espiral de Teodoro)

Fonte: Autor, 2023.
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Nota-se que as hipotenusas medem raizes quadradas

dos numeros naturais maiores ou iguais a 2. Isto porque a terna

(1, Vnvn+ 1) é pitagorica. De fato, (u‘n + 1)2 =n+1= {ﬁ)z +12

Em sala de aula do nono ano do ensino fundamental, os
estudantes poderao praticar o Teorema de Pitagoras e a nogao de per-
pendicularidade no manuseio de régua e compasso com a seguinte

atividade.

Primeiro, deve-se ensinar como manusear 0 compasso, para
tanto, é valido ensinar como se determina uma reta perpendicular. A
partir dai, o docente executa a construcao abordada neste capitulo e
a turma vai tragando perpendiculares e transferindo a medida de AB

com o compasso tradicional.

Aqui, uma dica importante, o docente tem a opgao de fazer
a construcdo antes da aula e leva-la pronta. Porém, no momento
da construcdo ele ndo precisard refazer, basta selecionar a janela
Protocolo de Construcdo no menu Exibir. Nela, apresentard botdes
que permitirdo avangar no passo a passo de sua construgdo, inclusive

com a opcao de dar um play para o avanco automaético.

Na atividade, os estudantes poderdo cumprir uma meta que
pode ser atingir a construcdo do terceiro tridngulo. Se comegou com
AB medindo 1 cm, a hipotenusa do terceiro tridngulo devera ser a raiz
quadrada de 4. Logo, eles podem utilizar a parte milimetrada da régua
para verificar se conseguiram éxito, isto é, se encontraram a medida

de 2 cm.

Porém, fazer abertura de 1 cm no compasso pode trazer maior
dificuldade, sendo mais viavel uma abertura maior. Nesse caso, no
planejamento, o docente pode escolher padronizar uma medida de x
cm, sabendo que (x, xn,x+/ (n + 1)) também é uma terna pitagorica,

pois

28
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2+ (Vi) =2 +xPn = x2(n+1) = (xn + 1)2

Logo, como o mn-ésimo tridngulo tem hipotenusa medindo
x4/ (n + 1), o terceiro tridngulo tera hipotenusa medindo 2x.







CAPITULO V

NO RASTRO DA ELIPSE
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P leste capitulo, utilizaremos a opc¢ao de Exibir Rastro
aliada a um Controle Deslizante para demonstrar uma

forma de construir a elipse da figura seguinte.
Figura 9: elipse com focos A e B.

a=3.03

Fonte: Autor, 2023.

Instrucoes:
1. Use a ferramenta Ponto e crie A (2, 0) e B (5, 0);
2. Crie um Controle Deslizante, nimero a variando de 1 a 4;

3. Utilize a ferramenta Circulo: Centro & Raio, selecione o

“"_ v

ponto A e digite “a” para o valor do raio, confirme;

4. Com a mesma ferramenta, selecione o ponto B e informe o

valor “5 - a” para o raio, confirme;

5. Selecione Intersecdo de Dois Objetos e clique nas circunfe-

réncias construidas, de modo a criar os pontos C e D;

6. Clique com o botdo direito sobre uma das circunferéncias

e desmarque a opgao Exibir Objeto;
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7. Repita o passo anterior para a outra circunferéncia;

8. Clique com o botdo direito sobre o ponto C e marque a

opcao Exibir Rastro;
9. Repita o passo anterior para o ponto D;
10. Se preferir, retire a malha e os eixos da visualizacdo.;

11. Clique com o botdo direito sobre o controle deslizante e

selecione Animacao.

O efeito sera a determinacao de uma elipse pelos pontos Ce D,
com focos A e B. Em sala de aula, essa construcao no Geogebra podera
ilustrar a resolucdo do seguinte problema: um pedreiro recebeu o
projeto de uma fonte para construir em um jardim, porém foi sur-
preendido com o formato, acreditava que seria circular, e dai iria fazer
como sempre: cravar uma estaca no centro, esticar uma linha e riscar o
chao do terreno. No entanto, a fonte tem formato de uma elipse, como

demarcar seus limites no chao?

Notamos que os triangulos ABC e ABD tem base e perimetro
em comum, logo uma solucdo ao problema passa por fincar uma estaca
em cada foco e amarrar uma linha ligando as estacas, o comprimento
dessa linha deve ser igual a soma dos comprimentos dos lados AC e
BC.

A opcdo de habilitar o rastro também pode ser utilizada em
pontos parametrizados por um Controle Deslizante, com (a, 2a+1),
com a variando de -2 a 2, tendo 1 como incremento. Esse exemplo
pode ser utilizado para auxiliar os estudantes na construcao do grafico
da funcdo afim ponto a ponto, na descoberta de que se trata de uma

reta.







CAPITULO VI

DESIGUALDADE ENTRE MEDIAS
ARITMETICA E GEOMETRICA
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média aritmética simples é a medida estatistica de
tendéncia central mais lembrada pelos estudantes da
educacdo basica, seja por fazer parte do vocabulario popular - por
vezes aplicada erroneamente - ou pelo repetido calculo das médias

bimestrais de seu boletim.

Outra forma de se determinar uma média entre dois ou mais
valores positivos é a média geométrica, na qual se extrai a raiz enésima
do produto dos n valores dados. Essa pode ter melhor adequacao
que a média aritmética quando esses valores se aproximam de uma
progressdo geométrica, também ¢é utilizada na resolucdo de alguns

problemas geométricos, como na elipse.

A partir de agora, veremos no Geogebra que existe uma
relacdo entre essas duas médias. Seguem os passos construtivos.

1. Com a ferramenta Semicirculo, selecione os pontos A (0,0)
e B (12,0);

2. Aplique a ferramenta Ponto Médio ou Centro no

semicirculo, determinando o ponto C (5,0);
Com a ferramenta Ponto, marque o ponto D (5,5);
Com a ferramenta Segmento, trace o raio CD;

Utilize Poligono para tracar o tridngulo ABE;

S

Selecione Angulo, em seguida os pontos A, E e B, é

esperado um angulo reto;

7. Com Reta Perpendicular, selecione o ponto E e o eixo

horizontal,;

8. Escolha Intersecao de Dois Objetos, clique na reta

construida e no eixo horizontal, definindo o ponto F;
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9. Clique com o botao direito sobre a reta perpendicular, em
seguida em “Exibir Objeto”, isso escondera a reta a fim de

nao poluir o desenho;

10. Use a ferramenta Segmento e construa EF;

11. Selecione Distancia, Comprimento ou Perimetro e clique
nos pontos AeF,Fe B, CeD, eE eF, obtendo a Figura 10.

Figura 10: plano no Geogebra com tridngulo inscrito numa semicircunferéncia.

x =

11

Fonte: Autor, 2023

Nessa construcdo, ao mover o ponto E sobre o semicirculo,
observe que o angulo AEB é sempre reto, logo o triangulo ABE é
retangulo. Considere a relacdo métrica em que a medida de EF (altura)
h, esté4 relacionada as projecdes m e n, medidas de AF e FB respecti-
vamente, de forma que, #* = m'n =h = ymen. Logo, a medida de

EF é a média geométrica entre as medidas de AF e de FB.

Por outro lado, a soma das medidas de AF e FB corresponde

ao didmetro AB. Como o raio é a metade do didmetro, a medida de
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CD é a metade da soma das proje¢cdes m e n, isto é, a média aritmética

entre elas.

Ao mover o ponto E, notamos que a média aritmética (medida
de CD) é sempre maior ou igual a média geométrica (medida de EF).
Essa desigualdade pode ser trabalhada em sala de aula na resolucao de
problemas, inclusive na preparacdo para olimpiadas de matematica.
Contudo, como vimos, envolve outros dois resultados presentes nos

estudos de Geometria Plana na Educacao Basica, relacdes métricas no

triangulo retangulo e angulo inscrito na circunferéncia.




CAPITULO VII

DETERMINACAO DE AREA COM
ROTACAO
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No intuito da abordagem construtivista das férmulas de area
de figuras planas, temos o desafio de descobrir a férmula da area do
trapézio. Para tanto, podemos utilizar a ferramenta Rotacao em Torno

de um Ponto no Geogebra, obtendo imagem como a seguinte.

Figura 11: comparacao entre drea de trapézio e paralelogramo.

: H#ace : =

A'

A

" y @
9 10 1 12 13

Fonte: Autor, 2023.

Vamos as instrugoes:

1. Com a ferramenta Poligono, clique nos pontos A(0,0),
B(2,3), C(5,3) e D(8,0) para criar o trapézio escaleno ABCD;

2. Selecione a ferramenta Ponto Médio ou Centro, em seguida

os pontos C e D, determinando o ponto médio E;

3. Utilize a ferramenta Rotacdo em Torno de um Ponto,
clicando no trapézio e depois no ponto E, digite 180°,

sentido anti-horario.

Pronto, com trés passos temos a construgao que fundamenta

uma deducdo da férmula da area de um trapézio.
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Note que os dois trapézios sdo congruentes e, da forma
que ocorreu sua composi¢do, formam um paralelogramo que tem a
mesma altura (h), porém sua base corresponde a soma das duas bases

do trapézio (B e b).

Considerando que a area desse paralelogramo é dada pelo
produto da base pela altura, teremos &rea igual a (B+b)h. Como é
composto por dois trapézios congruentes, cada um deles tem area
igual a metade de (B+b)h.

Ainda no ensino fundamental, a partir do sétimo ano, o
docente pode realizar essa construgao em sala de aula e solicitar que
calculem a &rea do paralelogramo formado, o que podera ser feito
observando os valores de base e altura nos eixos. No exemplo, a base
mede 11 e o altura mede 3.

Os alunos poderao fazer suas contas. Depois o docente anota
as respostas no quadro e faz a corregdo. Na sequéncia pergunta se é
possivel descobrir a area de cada trapézio sabendo a 4rea desse para-

lelogramo.

Com mediacao, chega-se a conclusao de que é a metade da
area do paralelogramo. Entao, é possivel utilizar a ferramenta Area do

Geogebra para que o software confirme os resultados.

A partir dai, o docente pode continuar indagando sua turma
de modo a conduzir uma investigacao que busca deduzir a area do

trapézio, ou mostrar que a base do paralelogramo é a soma das bases

do trapézio e dai apresentar a férmula.







CAPITULO VIII

DETERMINACAO DE AREAS COM
TRANSLACAO
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Decorar férmulas ndo deve ser o objetivo primordial das
aulas de matematica. Porém, é necessario conhecer
diversas relagdes e formulas para auxilio na resolucao de problemas
na escola e fora dela. Por exemplo, o calculo de areas é imprescindivel

para o or¢amento de uma reforma com troca do piso residencial.

Uma alternativa de abordagem das férmulas para area de
quadrilateros em sala de aula é pela (de)composicao de figuras. A
construgdo seguinte mostra uma decomposicdo que transforma um
paralelogramo em um retangulo de mesma e base e altura. Para tanto,
utilizaremos a ferramenta Translagao por um Vetor no Geogebra, para
que seja possivel visualizar o movimento da transformacao, conforme

Figura 12.

Figura 12: comparacao de dreas entre paralelogramo e retangulo.

[
n
~

e @
5
N

Fonte: Autor, 2023.

Instrucoes:

1. Com a ferramenta Ponto, crie os pontos A (2, 0), B (7, 0), C
9,3),D(4,3), E(4,0),F (2,4 eG(25).

2. Selecione a ferramenta Poligono e em seguida os pontos A,
B, C,De A, obtendo o paralelogramo ABCD;
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3. Com Poligono, selecione os pontos A, B, E e A, obtendo o

tridangulo ABE;

4. Utilizando Poligono, selecione os pontos E, B, C, D e E,
obtendo o trapézio BCDE;

5. Selecione a ferramenta Controle Deslizante e configure o

o __r

namero “a”, variandode 0 a 7;

6. Repita o passo anterior, criando o ntiimero “b”, variando
de0al2;

7. Escolha a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo,

selecione o ponto F e digite “a” para seu comprimento,

surgira o segmento FH;

8. Repita o passo anterior, selecionando G e digitando “b”

para o comprimento, surgira o segmento GI;
9. Com a ferramenta Vetor, crie os vetores FH e GI;

10. Selecione Translagdo por um Vetor, clique no tridngulo
ABE e em seguida no vetor GI;

11. Com Translacao por um Vetor, clique no trapézio BCDE e

depois no vetor FH;

12. Utilize a ferramenta Exibir/Esconder Objeto para esconder

todos os pontos e os vetores (e seus segmentos);

13. Utilize a ferramenta Exibir/ Esconder Rétulo para esconder
o rétulo dos poligonos e de seus segmentos;

14. De modo opcional, retire a malha e os eixos da visualiza-

cao.

Pronto, com essa construc¢ao, ao mover os controles deslizantes

em seu percurso total, serd possivel visualizar duas partes que
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compdem o paralelogramo serem copiadas e transladadas de modo a

formar um retangulo de mesma base e altura.

De modo andlogo, faz-se a demonstracdo da area de um

losango, como indica a figura seguinte.

Figura 13: comparacao de drea entre losango e retangulo.

Fonte: Autor, 2023.

Nessa outra proposta, o losango é dividido em trés tridngulos,
sendo os dois menores congruentes entre si. Esses dois sdo translada-
dos convenientemente, ficando ao lado do triangulo maior, formando
um retangulo de base igual a diagonal maior do losango e altura cor-
respondendo a metade da diagonal menor, de onde se deduz a férmula

da &rea do losango a partir da &rea do retangulo.




CAPITULO IX

RESOLUCAO E CLASSIFICACAO DE
SISTEMAS LINEARES




Ewerton Roosewelt Bernardo da Silva

lém das ferramentas para exploracdo de geometria plana

Ae espacial, o Geogebra possibilita a plotagem de graficos

de funcdes e das representacdes geométricas de equacdes. Neste
capitulo, utilizaremos o campo de entrada do software para proceder
uma construgdo muito simples, porém dtil a resolucao de sistemas

lineares 2x2 e 3x3.
1. Digite no campo de entrada 2x + y = 10 e pressione enter;
2. Insira a segunda equacdo, x-y =2;

3. Use a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos e selecione as
duas retas correspondentes as equagdes, determinando o

ponto A.
Com isso, o leitor visualiza uma imagem como a seguinte.

Figura 14: grafico de equagdes lineares com duas incdgnitas.

m— % =N eat &
@ eal:2x+y=10 :

@ e2:x-y=2

A = Intersecdo(eql, eq2)

= (4,2

eq2

Fonte: Autor, 2023.

Segundo o método grafico da resolucao de sistemas lineares,
observe a solugao do sistema nas coordenadas do ponto A, de forma
que x = 4 ey = 2. Isso ocorre, pois, cada ponto da reta é solugao da
equacado correspondente, logo a intersecdo representa a solugdo do

sistema composto por essas equacoes.
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também podemos utilizar esse método para auxiliar na classificagao
do sistema, aproveitando a interpretacdo geométrica decorrente da
posicao relativa entre duas retas no plano, concorrentes, coincidentes

ou paralelas, o que implica em sistema possivel determinado, sistema
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Em sala de aula, no sétimo ano do ensino fundamental,

possivel indeterminado e sistema impossivel, respectivamente.

Enquanto no ensino médio, ao resolver sistema linear 3x3,

é possivel utilizar da janela de visualizacdo 3D do Geogebra para

observar os planos determinados por cada equacdo. Se o sistema for

possivel e determinado, os trés planos terdo apenas um ponto em

comum e esse representa a solugdo do sistema. Vejamos a construgao
3D da figura 15.

(¢]

(¢]

+ @ @ @

Figura 15: gréfico de equagdes lineares com trés incognitas.

Ponto
A = Intersegio(g, f)
=(123)
Reta
f : IntersegioGeométrica(eql, eq3)
=X=(321)+A(20,-2)
g : IntersecioGeométrica(eq3, eq2)
= X =(1,-05,05) + 1 (0,2 2)
Plano
eql: x+y+z=6
eq2: x+y—-z=0

eq3: x—-y+z=2

Fonte: Autor, 2023.
1. Digite no campo de entrada as equacdes: x+y+z = 6; x+y-z

=0 e x-y+z = 2, uma a uma, separadas por enter;

2. Na janela de visualizacdo 3D, utilize a ferramenta
Intersecdo de Duas Superficies e selecione dois dos trés
planos gerados, isso produzira uma reta;
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»

Refaca o passo anterior com outro par de planos, isso

gerara outra reta;

4. Use Intersecao de Dois Objetos e determine a intersecdo

entre as duas retas definidas nos passos 3 e 4, ponto A;

5. Utilize a ferramenta Girar Janela de Visualizacao 3D para
melhor visualizar o ponto A;

6. Altere as cores dos planos conforme sua preferéncia.

Como se tratou de um sistema possivel determinado, houve
um ponto comum entre os trés planos, verifique na Janela de Algebra

as coordenadas desse ponto, a saber A (1,2,3), solugao do sistema.

Desse modo, vimos que o Geogebra é capaz de plotar graficos
em duas ou trés dimensdes, assim auxiliando na resolucdo e classifi-
cacido de sistemas lineares. Vale ressaltar, esse recurso acaba sendo

muito atil para o estudo do gréfico das funcdes e de outras curvas.

Por exemplo, é possivel parametrizar os coeficientes da
funcdo polinomial do primeiro grau segundo controles deslizantes
e estudar o comportamento do grafico conforme a variacdo dos coe-
ficientes. Dessa forma, para controles deslizantes a e b, digita-se a

funcdo y=ax+b. Ao variar a, a reta mudara sua inclinagao, e ao variar

b, sofrera uma translacao vertical.




CAPITULO X

VISUALIZANDO UMA PIRAMIDE
ESPECIAL
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OGeogebra também é um recuso para abrilhantar suas
aulas de geometria espacial. Nessa atividade, construi-
remos uma pirdmide quadrangular reta, de altura medindo a metade
do lado da base. Tal s6lido tem a caracteristica de compor um cubo se

reunidos convenientemente em um total de seis.

Em dado momento da construgdo, serdo exibidas trés janelas

no programa, conforme figura seguinte.

Figura 16: janelas do Geogebra em construgao 3D.

€2 Janela 3D - GeoGebra —

R || o2 [ | Sl B> 1‘ e 4 @<L N ABC ) Q
B Hilace : = [TE: = S oW <3 - 1

w Il

a1 = Segmento(E, F, 1)
@

=2 5

® fi = Segmento(A, E, 1) H 4
= 346
3

t1 = Poligono(E, F, A) H D C

=283

G = Intersesdo(g, EixoX)

= (2.0)

e = Segmento(F, G, t2) H -

=2 A B

f2 = Segmento(G, E, t2)

=283

g1 = Segmento(E, F, 2)

=2 5

12 = Poligono(E, F, G) i i
=2 e = =

Fonte: Autor, 2023.

Vamos as instrucodes:

1. Utilize a ferramenta Poligono Regular, clique nos pontos

(-2,-2) e (2,-2), em seguida digite 4 para o namero de lados;

2. Najanela de visualiza¢do 3D, com a ferramenta Ponto, crie
o ponto E (0,0,2), ponto F (0,0,0) e G (2,0,0);

3. Com Piramide, selecione o quadrado ABCD e depois o
ponto E;

4. Selecione Poligono para construir os tridngulos retangulos
AEF e GEF;
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5. Altere a cor dos tridngulos para facilitar sua identifica-
¢do visual. Se houver dificuldade para selecionar, em vez
de clicar diretamente no tridngulo, pode selecionar seu

equivalente na janela de algebra;

Em seguida, feche as demais janelas, permanecendo apenas
com a Janela de Visualizagdo 3D, nela configure a exibigdo como
preferir, inclusive quanto ao tipo de projecao. Uma alternativa é opgao
para 6culos 3D, possibilitando uma experiéncia imersiva, vide Figura
17.

Figura 17: piramide para 6culos 3D.

HiacdDea :
N

I’l]

Fonte: Autor, 2023.

No ensino de matematica, essa construgdo pode ser tutil no
estudo de volumes de sélidos geométricos, explorando a relacao:
volume da pirdmide é um sexto do volume do cubo de mesma aresta
da base. Além disso, os triangulos em destaque sdo os dois primeiros
da sequéncia de tridangulos retangulos abordada no capitulo IV e

suas dimensdes, que podem ser determinadas pelo Teorema de
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Pitdgoras, importam na tarefa de construir a planificacdo da piramide,

uma sugestdo de atividade que pode ser aplicada ainda no ensino

fundamental.
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INICIACAO AO GEOGEBRA: construcdes
para aprender e aplicar na educacao basica

Esta obra foi elaborada para auxiliar quem ensina matema-
tica e tem o desejo de incluir o Geogebra em sua préatica do-
cente. Para tanto, apresenta ferramentas desse software de
geometria dindmica a partir de construgdes rapidas, praticas
e simples, envolvendo matematica bésica, com sugestoes de
intervencdo em sala de aula para o leitor iniciar seu apren-
dizado no programa vislumbrando possiveis aplicagdes na
Educacao Basica.
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